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t^ardons-noui de croire qn'ane science soit faite qaand on l'a 
réduite à des formules analytiques. Rien ne noua dispense d'étu- 
dier les choses en elles-mèmeSf et de nous bien rendre compte des 
idées qui font Tobjet de nos spéculations. . . Que si le calcul seul 
peut quelquefois nous offrir une Térilé nourelle, il ne faut pas 
croire que , sur ce point même , l'esprit n'ait plus rien à faire : 
mais, au contraire. Il faut songer que, cette vérité étant indépen- 
dante des méthodes ou des artifices qui ont pu nous y conduire, 
il existe certainement quelque dénnmetratton simple qui pour- 
rait la porter à l'éTldence; ce qui doit être le grand objet et le 
dernier résultat de la science mathématique. 

;^PoiwsoT, Théorie nouvelle de la Rotation des Corps, p. 80.) 
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PRÉFACE. 



La théorie des lignes à double courbure» telle qu'elle 
résulte aujourd'hui des travaux déjà anciens de'Monge, 
et de ceux plus récents de plusieurs géomètres contem- 
porains, comprend deux études distinctes. 

La première» qui constitue ea quelque sorte Tanatomie 
de ces lignes, a pour objet la recherche des propriétés que 
présente en chacun de ses points une ligne à double cour- 
bure quelconque, et pour résultat de nombreuses for- 
mules exprimant les diverses relations de grandeur et de 
position qui existent entre les éléments correspondants 
de la ligne considérée, du lieu des centres de courbure, 
de la ligne de striction de la surface gauche des nor- 
males et de l'arête de rebroussement de la surface po- 
laire. 

Dans la seconde, on considère âfan^ toute leur étendue 
la ligne à double courbure primitive et chacune des lignes 
qui en dérivent; les développées de cette ligne; les sur- 
faces, gauches on développables, formées par les normales 
principales, par les droites polaires ou rectifiantes, etc. 
A cçtte seconde étude enfin se rattache essentiellement la 
recherche des lignes à double courbure qui, considérées 
dans toute leur étendue, présentent en chacun de leurs 
'points une même propriété ; le résultat de cette recherahe 
étant la définition géométrique de chacune de ces lignes 
d'après cette propriété. On voit que ce dernier problème, 
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qui a pour objet , pour ainsi dire, de reconstruire d'une 
seule pièce une ligne à double courbure d'après les carac- 
tères qu'elle présente en Fun de ses points, est Tinverse 
du premier, qui a dû k ptéèéà^r^ et qtli devrait lui fournir 
les éléments de cettfe reconstruction. Il présente aussi de 
bien plus grandes difficultés, et n'a été abordé que beau- 
coup plus tard, et dans ces dernières années, par un 
petit nombre de géomètres, parmi lesquels nous citerons 
M, Puiseui^^ qui a fixé le premier la natUre des lignes dont 
leè dent courbures sont constantes; M. A. Serret, qui a 
résolu par une n»éthode analytique très^élégatite plusieurs 
des questions que nous aurons a étudier géométrique-^ 
ment; et M. Bertrand^ à qui Ton doit plusieurs proposi- 
tions importantes conduisant à la classification des sur- 
faces gâdches engei^drées par les Normales priaeipaies 
d'utieJigne à double coUi4)ure. 

ta première Partie de ce livre a pour objet l'exposition 
de la théorie^ ainsi définie^ des lignes à dôiU^le courbure. 

La mai'chie que nous avons suivie est entièrement géo- 
métrique, et n'exige aucun emprunt à l'analyse, ou a là 
théorie des surfaces, si ce n'est dans quelques définitions 
ou dans un petit nombre de propositions universellement 
cohnued. On ne retrouvera donc dans nos calculs aucune 
des fonnbles qui figurent habituellement dans la théorie 
analytique des lignes à double courbure ; les coordonnées 
rectilignes ordinaires se trt)Uverotot 'ôlles-méme* élimi- 
nées, parce que nous aurons toujours rencontré» ou cru 
rencontrer, en dehors de ces «oordonnées traditionnelles, 
les variables convenant le mieux aux questions que nous 
avions ^ étudier. 

On Jîoun'ait s'attendre, il est vrai, et d'après cette seule 
déclaration , à trouver seulement dans cet ouvrage une 
suite de propasiiions, reliées entre elles, sans doute, par 



lunité du âujet, mais indépendantes les unes des autres 
au point de vue de la démonstration. 

Car c'est là le caractère ordinaire de la Géométrie : elle 
offre rarement ces grandes voies, largement ouvertes, 
élégamment symétriques, familières à l'Analyse, et sur 
lesquelles des travailleurs de génie ont coulé un macadam 
éternel. Ses grandes routes, à elle, sont des sentiers 
perdus à travers une forêt épaisse : on y marche dans 
l'ombre, attentif à saisir un premier rayon; mais un re- 
flet quelquefois y parait un rayon; un rayon, une lueur 
vaine. Le sentier cependant s'élargit peu à peu; le sot 
résonne mieux sous les pas raffermis; des clartés nais-r 
santés descendent lentement des cimes qui pai*aissaienl 
tout 4 l'heure ne receler que la nuit, et l'œil insensible^ 
ment s'accoutume à la lumière. Le monde nouveau, qui 
est au bout de ce voyage de découvertes^ aura d'ailleurs 
des dimendons diverses ; le plus souvent une ile, et quel- 
quefois un continent ; au gré de Dieu : puisque la loi de 
nos pensées nous échappe, et que notre esprit est en nous 
comme un instrument que sa main a réglé d'avance, que 
nous dérangeons volontairement quelquefois, mais dont 
nous ignorons également le mécanisme actuel et les ex- 
pansions futures. 

Cependant, et malgré cette variété de points de vue 
inhérente à toute exploration géométrique de quelque 
étendue, nous espérons que l'on trouvera dans celle-ci 
des conditions d'unifordtté suffisantes, et presque com- 
parables à celles que pourrait offrir l'analyse. La méthode 
qui nous a permis d'atteindre à ce degré d'uniformité est 
contenue dans cette observation évidente : Les relations 
qui existent entre les éléments d^ une figure tracée d'une 
manière quelconque dans V espace peuvent se séparer en 
deux classes ; la première renfermant les relations descrip- 
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tives ; la seconde , les relations métriques : et la détermi- 
nation des relations de grandeur découle as^ec facilité de la 
détermination des relations de position. Ov^ c'est cette pre- 
mière partie du problème, consistant dans la recherche 
des relations de position le plus immédiatement utiles , 
que nous croyons avoir résolu d'une manière uniforme, 
par l'introduction de certaines lignes sphériques auxi- 
liaires, que nous nommons indicatrices, et qui inter- 
viennent à peu près sans interruption dans toute la pre^ 
mière partie de cet ouvrage. 

Dans la seconde et dernière Partie, tes lignes à double 
courbure sont considérées comme représentant , sur une 
surface déterminée, la trajectoire d'un point matériel en 
mouvement, ou la figure d'un fil en équilibre. On recon- 
naîtra aisément que le fond et la forme en sont paiement 
nouveaux; et l'on pourra trouver au commencement defsi 
chapitres X et XI l'indication des résultats obtenus, que 
nous omettons ici. 
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fixe, p. 93. 
Équation des lignes géodésiques d'une surface de révolution 

/•.sini = constante (Clairaut), p. 93. 
De la courbe dont les normales principales rencontrent une droite fixe 

sous un angle constant, p. 97. 
Des relations existant entre une ligne, dont la première courbure est con- 
stante, et le lieu des centi^^ de courbure de cette ligne : théorème de 

M. Bouquet, p, 98. 
Si le rapport des deux courbures est constant, la courbe est une hélice 

(Bertrand), p. 100. 
Si chacune des deux courbures est constante^ la courbe est une hélice 

tracée sur un cylindre de révolution (Puiseux), p. 100. 
De X hélice cflindro-conique ; définition et théorème, p. ici. 
De la courbe qui coupe sous des angles constants les génératrices d*un 

cylindre et d'un cône dont elle est la commune intersection, p. 102. 
Du cas où la courbe primitive et la ligne des centres de courbure sont 

deux hélices tracées sur des cylindres parallèles, p. io3. 
Dans toute hélice cylindro-conique, la ligne de striction de la surface 

gauche des normales, la ligne des centres de courbure et Taréte de 

rebroussemént de la surface polaire sont trois hélices cylindro-coniques, 

de même axe et de même sommet que la proposée, p. io5. 
De la ligne à double courbure dont les normales principales peuvent coïn- 
cider avec les normales principales d'une seconde ligne : théorème de 

M. Bertrand, p. 109. 
S'il existe une relation linéaire entre les deux courbures d'une ligne, on 

peut construire une seconde ligne ayant mêmes normales principales 

que la première, p. 11 3. 
De la ligne dont les normales principales sont en même temps normales 

principales de deux autres lignes, p. 11 5. 
Scolie, Toute surface gauche dont les rayons de courbure sont en chaque 

point égaux et de signes contraires, est un héliçoïde à plan directeur 

(Meunier), p. 116. 

CHAPITRE VIL 

DBS LIGNES TRACÉES SUR UNE SURFACE DE RÉVOLUTION. SECTIONS 

planes; lignes et CERCtES Géodésiques; loxodrohibs et 

LIGNES 1>' OMBRE. 

Sections planes : théorème de M. Yvon Villarceau; autre théorème ana- 
logue, p. 117- 

Lignes géodésiques : application de la méthode de Maclaurin à la recherche 
de leun équation, p. 119. 

Théorème sur le triangle géodésique, p. 121. 
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Expression de l'angle de coutiogânce géudèsique d'une ligne quiconque, 

p. 122. 

Parmi les lignes^ de longueur donnée, qui sur une surface de révolution 
réunissent deux points donnés, trouver celle qui enveloppe une aire 
maximum, p. 122. 

Dçs loxodromies , p. 124. 

Expression du rayop de c6url)ure géodésique d'une ioxodroraie, p. laS. 

Des lignes d'ombre relatives à ém rayon» incidente parallèles, p* ia6. 

Toute surface de révolution qui admet une ligne d'ombre plane est du 
second degré (De la Goumerie). p, lay. 



CHAPITRE VIII. 

1>ES LIGNES TRACÉES SUR UNE SURFACE DÉVELOPPABLE. 

Lemme relatif au rayon de courbure géodésique, p. 129. 

Foitnules relatives aux courbes tracées sur un. cylindre, p. 1 3o. 

Applications, p. i33. 

Formules relatives aux courbes tracées sur un cône, p, i34. 

Applications, p, i35. 

Scolie, De l'équation générale des lignes tracées sur un cylindre où sur 

un cône de révolution, p, 137, 
Formules relatives aux courbes trac/èes sur -une surface développable, 

p. i38. 
Applications^ p. i38, 
• Les trajectoires des génératrices rectilignes d'un héliçoïde développable 

sont des hélices, et ses lignes de courbure sont des courbes planes, 

p. i4o. 
Toute surface développable, dont une ligne de courbure est plane, est un 

héliçoïde; théorème de M. Joachimstal, p. 142. 
Faire passée, par une hélice droite donnée, une surface développable telle 

que l*héîice> se transforme en un cercle de rayon donné, par le dévelop- 
pement de cette surface sur un plan, p. 14^^. 

CHAPITRE IX. 

DES LIGNÉS TRACÉES SUR UNE SURFACE GAUCHE. 

Observations préliminaires; notations et définitions, p. i43. 

Formules fondamentales, p. 1 45 et 147. 

Représentation sphérique d'une surface gauche et des lignes les plus re- 
marquables, ligne de striction, lignes de courbure, lignes géodésiques, 
lignes asymptotiques et lignes d'ombre d'une telle surface, p. ^46. 

Rayon de courbure géodésique d'une trajectoire des génératrices recti- 
lignes, p. 148. • 
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Propriétés de la ligne fie striction, et théorèmes relatifs aux cas où cette 
ligne est une trajectoire des génératrices, une ligne géodésique, ou une 
ligne âsymptotique de la surface, p. i49- 

Équation générale des lignes géodésiffiies, p. i5i. 

Dans tout triangle géodésique /Aocè/<? ayant pour hase la ligne de striction, 
la génératrice rectiligne issue du sommet est perpendiculaire à la base, 
et divise Tangle au sommet en deux parties égales, p. 1 54 . 

Autre théorème sur le triangle géodésique, p. i54. 

Équation générale des lignes de courbure entre certaines coordonnées a 
la surface y p. iâ5. 

Définition de la surface gauche dont toutes les lignes de Tune dqs cour- 
bures sont équidistantes de la ligne de striction, relativement aux seg- 
ments interceptés sur les génératrices, p. i56. 

Si les lignes de courbure sont équidistantes de la ligne de striction, et si 
celle-ci est une trajectoire des génératrices, la surface est un hyperbo- 
loïde de révolution, p, i58. 

Si les lignes de première courbure sont planes, et situées dans des plans 
parallèles, la surface est un hyperboloïde de révolution, p. i65. Voir 
aussi la Note I, p. 261. 

Si rinclinaison des lignes de l'une des courbures sur les génératrices rec- 
Uiigoes a la même valeur en tous les points de la surface, celle-ci est 
un héliçoïde gauche à plan directeur, p. iSg. 

Détermination des lignes de courbure des surfaces gauches du second 
degré, déduite de la représentation sphérique de ces surfaces et des 
propriétés des coniques sphériques, p. 162. 

Équation générale des lignes asjrmptotiquesy^^. i65. 

Dans toute surface gauche, à plan directeur, les lignes asymptotiques 
divisent les génératrices rectilignes en segments proportionnels, p. 166. 

Dans une surface gauche quelconque, les lignes asymptotiques déter- 
minent sur les génératrices rectilignes des àiymom^ homographiques, 
p.- 168. • 

Équation générale des lignes d^ombre relatives à des rayons incidents pa- 
rallèles, p. 170. 
Des triairgles pivotants, formés par des lignes d'ombre, et dont les som- 
mets glissent sur des génératrices rectilignes données : le sommet 
//Aw décrit lui-même une génératrice; ou bien, le côté libre passe par 
un point fixe, p. i7'2. * 

Scolie sur le rôle de l'indicatrice, et solution géométrique de ce pro- 
blème : Toutes les lignes de courbure d'une surface étant planes, trou-r 
ver lès relations de position que présentent les plans de toutes ces 
lignes, p. 175. P'oir aussi te Note II, p. 255. 
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SECONDE PARTIE. 

THÉORIE MÉCANIQUE DES LIGNES A DOUBLE COURBURE. 



CHAPITRE X. 

DES LhîNES A DOUBLE COURBURE CONSIDÉRÉES COMME TRAJECTOIRES 
D*UN POINT MATÉRIEL EN MOUVEMENT SUR UNE SURFACE. 

Historique, p. i8i. 

§ î. Du motwemeni (Tun point sur une sutfare quelconque : théorème 
fondamental, p. 184. 

Formules générales fournissant : la vitesse du mobile if = C*eJ **"^ ; 
le rayon de courbure géodésique de la trajectoire r^ — ^^r-- ^-y î 

et la pression exercée par le mobile sur la surface N = ^ — GCO87, 

p* 186. 

§ lî* Z>u fitoupemeM d^un point sur un cylindre, p. 188. 

Réduction générale au mouvement dans le plan ; application à la pa- 
rabole cylindrique, p^ 189. 

§ Kl. Du mouvement d'un point sur un cône : Réduction au mouvement 

dans le plan, p. 191. 

Scolie, La trajectoire d'un point qui se meut sur une surface dévelop- 

pahlsy et ]ai vitesse du mobile en chaque point de la trajectoire, se 

consentent dans le dévek)ppem<?nt de la surface sur un plan, pourvu 

que ,p. 194. 

§ IV. Du mouvement sur la sphère : Hypothèses et notation, p» 195. 

Cas général des forces extérieures concourantes; pression, rayon de 
courbure géodésique de la trajectoire, et vitesse : La vitesse, en 
chaque point, «est inversement proportionnelle au sinus de la dis- 
tance sphérique du centre des forces Concourantes, à Tare de grand 
cercle tangent à la trajectoire au point considéré, p. 196. 

Formules analogues à celles d'Ampère, p. 198. 

Cas des forces extérieures paraUèles : formules générales, p. aoo. 

Applications : au pendule sphérique; établissement de toutes les 
formules ordinaires, p, 200. 

Cas où la trajectoire est un cercle : circonstances initiales, p. aoa. 

Loi des forces parallèles capables de faire parcourir au mobile un 
petit cercle quelconque, p. 2o3; une ellipse sphérique dont \\\n 
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des foyers est au point le plus bas de la sphère, p. 204 ; une 

loxodromie , p« 204 ; une ellipse sphérique dont le centre est 

au point le plus bas, p. 2o5. 

Corollaire du problème précédent : Mouvement oscillatoire d'un point 
sur un arc déterminé d*ellipse plane, sous l'influence d'une force 
attractive émanant du centre de l'ellipse, et d'une force i-épulsive 
dirigée perpendiculairement à l'un des axes, p. 208. 

Analogies, p. 208. « 

§ V. Du mouvement sur une surface de révolution. 

Formules générales et applications, p. 209 et 210. 

§ VI. Du mouvement sur une classe particulière de surfaces gauches, 
p. 212. 

§ VU. De la brachistochrotie sur une surface de révolution^ et en jwrli- 
culier sur la sphère, p. 21 5. 

Application de la méthode de Maclaurin à la recherche de la bra- 
chistochrone, p. 21 5. 

La vitesse en chaque point de la brachistochrone sphérique est di- 
rectement proportionnelle au sinus de la distance sphérique du 
point le plus bas de la sphère à l'arc de grand cercle tangent à la 
courbe, p. 218. 

Représentation géométrique du temps dans une brachistochrone 
plane ou sphérique, p. 219. 

Division géométrique de la brachistochrone plane en arcs partiels 
isochrones, p, 220. 

CHAPITRE XI. 

des lignes a double courbure considérées gomme figures 
d'équilibre d'un fil qui repose sur une surface. 

Historique, p. 222. 

§ I. Principes généraux Relatifs aux courbes funiculaires reposant sur une 
surface quelconque : deux théorèmes fondamentaux, p. 228 et 226. 

Formules générales fournissant : la tension du fil T = Ce» J tangV. 

T 

le rayon de courbure géodésique du fil, r =^^-7 r-rvî et la 

^ D n 7 ^ Gsmv.smV 

T 

pression exercée par le fil sur la surface, N =5 — GC0S7, 

p. 227. 

§ ir. Des courbes funiculaires planes : Formules générales, et applications, 
p. 228. 

§ III. Des courbes funiculaires cylindriques : Réduction générale aux. 

b 
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courbes funiculaires planes; application à la cliainette cylindrique; le 
plan osculateur de cette courbe coupe la surface sous un angle constant, 
dans le cas où le cylindre est de révolution, p. 236 et 238. 

§ IV. Des courbes funiculaires reposant sur un cône : Réduction générale 
aux courbes funiculaires planes; application au problème, déjà traité 
par Bobiîlier^ de la chaînette çur un cône de révolution, p. 239 et 241. 

§ V. Des courbes funiculaires spfwriques : Fogmules générales ; tension et 
rayon de courbure géodésique du fil, pression exercée sur la surface ; 
autres formules, p, 243 et 244. 

Application à la chaînette sphérique, déjà étudiée par Bobillier, et 
remarques sur sa solution, p. 245. 

§ VI. Des analogies que présentent le mouvement d'un point matériel et 
Péquilibre d'un fil, suivant une même courbe tracée sur une surface 
quelconque, p. 247. 

Les forces ea;térieurcs qui, en chaque point de la courbe donnée, 
agissent sur le fil et sur le mobile, étant directement opposées : 
i** la vitesse du mobile et la tension du fil, aux mêmes points de la 
courbe donnée, demeurent dans un rapport constant ; 2° la force 
extérieure qui produit le mouvement, est égale à la force corres- 
pondante qui maintient l'équilibre, multipliée par la tension du fil ; 
ou, inversement, la force maintenant l'équilibre est égale à la force 
produisant le mouvement divisée par la vitesse correspondante du 
mobile, p. 248. 



NOTES. 



Note. I. Toute surface gauche dont les lignes de Vune des courbures 
$ont planes, et situées dans des plans parallèles, est un hrperboloïde 
de' révolution, p. 261. 

Note II. De quelques théorèmes connus sur les surfaces à lignes de cour- 
bure planes ou. sphérique s, p. 255. 

Lemmes. t).. Les 'lignes de courbure de deux surfaces à rayons sec- 
teurs réciproques sont des lignes correspondantes ( W. Thompson) , 
p. 256., 

2). Le plan d'une ligne de courbure plane coupe la surface sous un 
angle constant; et, réciproquement (Joachirastal), p. 258. 

3). Une surface développable dont une ligne de courbure est plane, 
est un héliçoïde, p. 258. 



TABLE DES MATIBRES. XIX 

4). Une surface développable dont une ligne de courbure est un 

cercle, se réduit à un c^ne de révolution, p. aSg. 
Ttieorèmes, De la surface dont les lignes de première courbure sont 

planes et situées dans des plans parallèles, p. 259. 
De la surface dont les lignes de première courbure sont sphériques et 

distribuées sur des sphères concentriques, p. a6o. 
De la surface dont les lignes de première courbure sont planes et 

situées dans des plans qui passent par une même droite, p. 263. 
De la surfoce dont toutes les lignes de courbure sont planes et dont 

les lignes de première courbure sont, en outre, circulaires, p. 263. 
De la surface dont toutes les lignes de courbure sont circulaires, 

p. 264. 
De la surface dont toutes les lignes de courbure sont planes, p. 266. 

Note IIl. Sur la méthode de M. Bresse y pour la construction des centres 
de courbure de diverses courbes mécaniques, p. 266. 

Théorème relatif à l'existence d'une première circonférence, conte- 
nant les points d'inflexion des trajectoires décrites par les diffé- 
rents //ot/i/^ de la figure mobile; et d'une seconde circonférence 
contenant les centres de courbure des lignes enveloppées par les 
diverses droites de la figure, p. 267. 

Corollaires relatifs à la réuiiion des trois éléments nécessaires pour 
déterminer la circonférence des inflexions, p. 270 et 271. 

Usage de cette circonférence dans la construction ducentrede courbure 
delà ligne décrite par un point quelconque de la figure mobile, p. 270. 

Indication succincte de quelques applications, p. 271. 

Note IV. Sur les lignes géodésiques, p. 272. 

Théorème I. Répondant à une question proposée par M. Liouville : 
Toute surface, sur laquelle on peut tracer deux séries de lignes 
géodésiques telles que chaque ligne de l'une des séries soit coupée 
sous un même angle par toutes les lignes de lautre série, est une 
surface développable, p. 272. 

Théorème II. Toute ligne géodésique, qui rencontre sous un angle 
constant une série de courbes de niveau d'une surface, est une 
hélice, p. 276. 
Note V. Démonstration géométrique du théorème de Meunier p'-- p.cos^, 
p. 276. 
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errata: 



Page u6. Le théorème contenu sous le n^ 3 a été dbiiné, éous une autre forme, 
parM.Steiner. 

Page 36, ligne 5, en remontant, au lieu de l'équation (6), Usez l'équation (5). 

Page 71, ligne 2, en remontant, au lieu de qui est la polaire de^ Uses qui est la 
polaire relative de. 

Page 83, ligne 5>, au lieu de p,^,, lisez p^,. 

Page 102, ligne i, au tien de des arcs correspondants, lisez des arcs élémentaires 
correspondants. 

Page io5, ligne 7, en remontant, au lieu de une hélice dont les, lisez ui^e hélice 
tracée sur un cylindre dont les. 

Page 107, ligne 7, au lieu de le pointe décrit, lis^z le point C décrit. 

Page 109, lignes i et 2, ei elles sont les lignes a^mplotiques de la sut^/ace; addi- 
tion inutile et inexacte. 

Page 1 1 1. La méthode suivie dans le 1^2 a été employée déjà par M. Bertrand. 

Page 168, ligne 1, en remontant, au lieu de = , > Usez — - — '■ — • 

Page 170. La Remarque I contient, dans quelques exemplaires^ une formule 
inexacte, qui a été supprimée danà les autres. 

Page 189, ligne 8, au lieu «iedansle planj lisez suivant la transformée plane de 
la trajectoire primitive. 

Page 1 92, ligne 12, au lieu £?c V et V -+- V, lisez V et V -h <i V. 

Page 193, ligne 10, au lieu de dans le plan. Usez suivant la transformée plane de 
la trajectoire primitive. 
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PREMIÈRE PARTIE. 

tHÉORIE GÉOMÉTRIQUE DES UGNES A DOUBLE COURBURE. 



HISTORIQUE. 



L 



1 . Le problème de la duplication du cube et celui des deux 
taioyennes proporlionnelles , qui exercèrent une si heureuse 
influence sur les progrès de la géométrie naissante, présentent 
aUssî le premier exemple de Tapparition des lignes à double 
courbure dans les spéculations géométriques^ On connaît les 
nombreuses et inutiles tentatives qUi furent faites d'abord pour 
résoudre ces problèmes par la ligne droite et le cercle^ et les 
diverses solutions mécaniques k^\ leur succédèrent, exigeant 
toutes, ou l'emploi d'un instruUient spécial, ou Tusage d'une 
courbe auxiliaire, construite par points. C'était sans doute après 
avoir acqUis la conviction de l'impossibilité d'une solution 
géométrique j que les anciens, aussi sévères dans leurs con- 
structions que dans leurs raisonnements^ s'étaient enfin rejetés 
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sur les solutions mécaniques, ou même purement spéculât! ves, 
de ces problèmes. Parmi ces dernières, celle que nous allons 
rapporter d'après Archilas, philosophe pythagoricien , qui eut 
la gloire de compter Platon parmi ses disciples, nous parait 
offrir, quoique très-îngénieuse et très-simple, Texpression la 
plus élevée du découragement où en étaient arrivés les géo- 
mètres^ et du sentiment, général sans doute dès cette époque, 
de Tinutilité des efforts que l'on pourrait tenter encore pour 
parvenir à une véritable solution. 

Traçons sur uni plan deux demi-conférences égales et ayant 

un point commun o. oy étant la corde que le diamètre oa^ de 

la seconde détermine dans la première, soient ox la corde de 

la seconde circonférence ayant oy pour projection et ox' la 

projection àcoy sur le diamètre oa de la première. Si Ton 
pose 

oa =. oa' = a ^ ox z=. x ^ oy z=z y ^ 
on aura 

.r' ==: /ï. /, j'= o.,ox\ 

Si donc on savait donner à la seconde circonférence, relati- 
vement à la première , une position 



Fig. I. 




telle, que le rapport de ox* à ox 
fut égal à celui de i à a, b dési- 
gnant une seconde ligne donnée (que 
Ton peut supposer inférieure à a) , 
îes équations précédentes se change- 
rai eiU en celle-ci : 



ar'rrrijr.r, y^=zb.X'^ 

et x = ox^ jr=zoy seraient les deux moyennes proportion- 
nelles cherchées entre les lignes a eih. 

Or si Ton regarde comme fixe la circonférence oa , et que 

Ton fasse tourner la seconde autour de oa' de manière à T ame- 
ner dans un plan vertical perpendiculaire au plan horizontal 

de la circonférence fixe, j^o: venant en r^i, et ox en oxi \ on 



HISTOBIQVE. 



voît, en joignan t Xi x', quecelte droite est perpendiculaî re à ox', 

et que le rapport — = - élaiit donné , Tangle x^ox* ou x^ oa 

est donné. Par suite, dans Téspace, le point cherché Xi 
appartient à la surface d'un cône de rév^oluiion ayant pour 
axe la droite oa« Mais ce point appartient aussi à la ligne à 
double cow^bure qui est la commune intersection du cylindre 
droit, ayant pour base la circonférence oya, et du tore engen- 
dré par la circonférence oxi a' se mousfont autour de la ver- 
ticale du point o. Ainsi le point cherché Xi est Tiiitersection 
d'une- ligne à double courbure et d'un cène^ et Tune des 
moyennes proportionnelles cherchées, la droite oxg^ se trouve 
ainsi virtuellement déterminée. 

2, Les Collections mathématiques de Pappus font aussi men- 
tion de quelques lignes i double courbure connues des anciens, 
et dont ce géomètre découvrit certaines propriétés curieuses. 
La première est la spirale hémisphérique, représentée en coor- 
données géographiques par Féquation 

A — — -~^ -y lu* 

Pappus établit, à Taide des nofcéthôdcs d'Ârchimède, que l*aire 
sphérique comprise entre la spirale et la base de V hémisphère 
est équii^alente au. carré construit sur le diamètre. C'est ce 
que l'on vérifie aisément par les méthodes modernes , en pre- 
nant , pour élément de Taire à évaluer, la superficie comprise 
entre la spirale, déu^ méridiens consécutifs et l'équateur, 
superficie assimilable k une portion de zone, et ayaot, par 
suite, pour mesure 

I 

d<(T = R' sîn \,dlj:=: R» COS7 h,4lj\ 

4 

d'où , pour la surface entière, 



= 4R'^sin2Ly''=4R». 



La seconde des lignes à double courbure étudiées par Pappus 



I . 
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est celle qui résulte de l'intersection d'un hélicoide gauche à 
plan directeur et d'un cône de révolution ayant même axe que 
rhélîcoïde. L'axe commun des deux surfaces étant supposé ver- 
tical, Pappus démontre que la projection horizontale de la 
courbe d^ intersection est une spirale d^:4rchimède, ce qui 
fournit une génération de cette dernière courbe par7e5 lieux 
à la surface. Depuis, M. Chasies, développant cette proposi- 
tion, a fait voir [j4percu historique, Noie VIII) que l'on peut 
. obtenir toutes les spirales en projetant l'intersection de l'héli* 
coïde gauche et d'une seconde surface convenablement.choisie, 
de révolution autour de l'axe de l'hélicoïde , sur un plan per- 
pendiculaire à cet axe ^ et ce n'est pas là seulement la solution 
d'un problème d'analyse déterminée, mais un mode précieux 
de transformation, à Taide duquel on peut constater des dépen- 
dances géométriques remarquables entre des courbes diverses. 

3. Les lignes à double courbure dont nous venons de parler 
paraissent être les seules qui aient é|é connues des anciens. Il 
faut néanmoins ajouter à cette nomenclature l'hélice tracée sur 
un cylindre de révolution, dont deux arcs quelconques peuvent 
se superposer partiellement, observation attribuée à Géminus; 
et les lignes résultant de l'intersection mutuelle de certaines 
surfaces que le géomètre Philon de Tyane nommait plectol'des, 
et que M. Chasles croit avoir été des surfaces réglées (Aperçu 
historique, chap. P*^, § a5). 

II. 

4. La loxodromie sphérique, e'est-à-dire la ligne coupant 
sous un angle constant les divers méridiens d'unç sphère, est 
une des premières lignes à double courbure étudiées avec une 
certaine suite par les modernes. Celte étude, commencée par 
le géomètre portugais Nonius,* fut continuée par Halley, 
Leibnitz, Hermann et Murdoch. On doit à Halley cette obser 
vation intéressante que la projection stéréo graphique d'un*', 
loxodromie est une spirale logarithmique ; ce qui résulte 
d'ailleurs du principe de la conservation des angles, déjà 
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connu de Ploléméc. Nous verrons plus loin que ces deux 
courbes, qui ont la même définition, Tune sur la sphère, Fautre 
sur le plan, présentent encore cette analogie que le centre 
de courbure sphcrique de la première s* obtient par une con- 
struction identique à celle qui , sur le plan y donne le centre 
(le courbure de la spirale logarithmique. 

5. Roberval, dans son Traité des Indivisibles [Divers Mé- 
moires de Mathématiques et de Physique^ p. 2 1 3 ) , et Vivîani , 
dans le problèmede la voûte carrable, trouvèrent des propriélés 
différentes de la ligne qui résulte de l'intersection d'une sphère 
et d'un cyljndre de révolution , ayant un rayon de la sphère 
pour diamètre de sa base. 

Si l'on regarde d'abord, avec Vivianî, celte ligne comme 

tracée sur la sphère, elle y a pour 
équation 




et l'aire sphérique comprise entre 
l'un des quadrants de la courbe, le 
méridien Rangent au cylindre et 
^ ^ " réquateur, est mesurée par te carré 

du rayon de la sphère. 

Si To'n regarde ensuite cette ligne comme tracée sur le cy- 
lindre, et que l'on veuille, avec Roberval, évaluer l'aire cylin- 
drique comprise entre l'un de ses quadrants et la base du 
cylindre,- on voit que l'élément AA'9'7 de cette aire a pour 
mesure 



A<7.y^'==RsinX ( —. 2rfL) = R^sinX.rfL = R^sinL,r/L ; 

et l'on en conclut que Vaire cylindrique considérée y étant 
encore mesurée parle carré du rayon, est équivalente à Paire 
sphérique évaluée précédemment. 

' Enfin, suivant une remarque de Bossut, le volunie com» 
pris entre les deux aires sphérique et cylindrique^ le plan de 
la base et le plan du méridien tangent au cylindre^ a pour 
mesure les \ du cube du rayon . 
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Montucla {IJis foire fies Mathématiques^ tome III , page loi) 
ajoute au problème résolu par Roberval cette observation que 
Taire cylindrique comprise entre la hase du cylindre et la 
sphère est encore exactement carrable dans le cas^ plus géné^ 
rat, oii la base du cylindre est simplement tangente au grand 
cercle qui limite injcrieu rement la sphère. 

6. Enfin , si nous citons encore la théorie dès èpicycloïdes 
sphériques étudiées successivement par Hermann, Jean Ber- 
uouUi, Nicole et Qairaut [Mémoires de V Académie, 173^) ; 
Féquation des lignes géodésiques des surfaces de révolution, 
obtenue par Jacques Bernoulli et Clairaut [Acta Lipsiœ\ 1 698^ 
page aa^, et Mémoires de l'Académie^ ^733) , la description 
des lignes résultant de la pénétration mutuelle d'une sphère, 
d^un c6ne ou d'un cylindre, et leur construction k F aide d'or- 
données menées par les différents points d'un axe curviligne 
(Frezier, Traité de Stéréotomie, 1 732); nous aurons à peu près 
épuisé la nomenclature des recherches de détail, peu nombreuses 
comme on le voit, qui ont précédé Télude systématique des lignes 
à double courbure ; Etude commencée avec quelque généralité 
par Clairaut, mais qui , en réalité, doit exclusivement ses bases 
actuelles aux travaux de Monge, — qui découvrit tout ce qui se 
rapporte à la première courbure , aux développées, aux droites 
polaires, à la surface formée par Vensemble de ces droites et à. 
la sphère ôscula triée ; — de Tinseau et de Lancret, auxquels on 
doit les importantes notions du plan osculateur Cft de la seconde 
courbure. 

CHAPITRE PREMIER. 

PROPOSITIONS PRÉLIMINAIRES. 



7. De deux cas particuliers dans lesquels il existe une 
relation simple enti^e la première courbure d^une ligne et celle 
de sa projection orthogonale. 

On sait que dans un triangle quelconque le rayon du cercle 
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circonscrit est égal au produit des trois côtés divisé par le qua- 
druple de la surface du triangle. Il en résulte, en désignant 
par R et R' les rayons des cercles circonscrits à un triangle ABC 
et à sa projection A' B'C, que Ton a 

a.b.c a\b'.c\ 

d'où 

R' a' y c' S' 

"r ~" 77 "T*c * s^' 

Cela posé, supposons, en premier lien, que les sommets A , 
B, C soient trois points infiniment voisins d'une liélice cylin- 
drique; A', B', C étant leurs projections sur le plan de la 
section droite du cylindre. Si l'on désigne par a Tinclinaison 
constante des tangentes de T hélice sur les génératrices corres- 
pondantes du cylindre, les rapports —,--,- auront pour 

limite commune sina. On voit aisément d'ailleurs (par la con- 
sidération d'un cône droit auxiliaire dont les génératrices 
seraient parallèles aux tangentes de Thélice) qye le plan oscti- 
iateur de Thélice (limite du plan ABC) fait avec le plan* de la 

base du cylindre un angle égal à a; et, par suite, ^ue la 

S' 
limite du rapport— est encore sina. On a donc, en concevant 

que les points B et C, B' et C se rapprochent indéfiniment 
des points A et A', et en passant à la limite, 

(ï) p' = p.sin^a, 

pour la relation existant entre les rayons de courbure p et p' de 
Thélice et de la section droite du cylindre, en des points corres- 
pondants de ces lignes. 

L'angle a étant constant , p et p' sont l'un et l'autre con- 
stants, ou l'un et l'autre variables; doncii /e rayon de pre- 
mière courbure d'une hélice cylindrique est constant^ cette 
hélice appartient à un cylindre de révolution* 

Supposons, en second lieu, que le plan de projection ait été 
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choisi parallèle h la tangente en Â de la courbe ABC et fai&ant 

un angle a avec le plan osculateur de cette courbe au même 

S' 
point : cos «sera, dans ce cas, la limite du rapport — ? les rap- 

ports ~' -r^ - auront pour limite commune l'unité; et l'on 

aura, entre les rayons de courbure en A et A' de la ligne ABC 
etdes£| projection, la relation 

(II) , P' = -^- 

' cosa 

Si Fangle a. du plan de projection et du plan osculateur en A- 
tend vers zéro, le rayon de courbure p'de la projection tend à 
devenir égal au rayon de courbure p de la ligne projetée ; et si 

cet angle tend vers ^î le rayon de courbure p' de la projection 

augmente indéfiniment. Donc si Von projette une courbe sur 
un plan mené suii^ant sa tangente en A, perpendiculairement 
au plan osculateur correspondant , la projection présente un 
point d* inflexion en A, 

Observation, Les relations (I) et (II), que nous avons dû 
établir directement, sont des conséquences immédiates des 
théorèmes d'Euler et de Meunier, appliqués à une surface cy- 
lindrique. 

8. De la courbure géodésique d'une ligne tracée sur une 
surface : théorèmes. Une ligne A A' étaut tracée sur une sur- 
face, si par deux de ses points infiniment voisins, A et A', on 
mène deux lignes géodésiques de la surface tangentes à cette 
ligne; leur angle, que nous désignerons par E^, est appelé 
angle de contingence géodésique de l'arc AA'; et la limite du 
rapport de l'arc AA' à Fangle correspondant, quand l'arc AA' 
tend vers zéro, est le rayon de courbure géodésique au point A 
de la ligne considérée :nous le désignerons par R^. 

T^ÉOKÈME I, Le rayon de courbure géodésique en un point 
quelconque d'une ligne tracée sur une surface^ est égal au 
rayon de première courbure R^ de cette ligne au même point y 
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divisé pat* le cosinus de V angle du plan osculateur de la ligne 
et du plan tangent à la surface en ce point : 



CCS a 



Démonstration. Soient I le point d'intersection des lignes 
^*e- ^' géodésiques tangentes en A, A' à la 

courbe considérée 5 la, la' les lan- 
g(ftites à ces lignes, faisant entre 
-'«^ elles un angle aigu égal à E^ ^ et IJN 

«*.--^;^^_..^^^v5 la normale à la surface au point I : 
/ jr ^\ IN sera une normale principale com- 

/ A mune aux deux lignes géodésiques 

lA , lA', etle plan tangent en I à la surface sera perpendiculaire 
au plan osculateur en I de chacune de ces lignes. Si l'on pro- 
jette, sur le plan tangent en I, le triangle curviligne A Al, la 
projection sera un triangle curviligne aa'l*^ et les tangentes 

en a,. a' du côté aa\ ou les tangentes aux mêmes points des . 

lignes oî, a'J, feront, avec les tangentes en I des mêmes lignes, 
des angles mesurés par des infiniment petits du second ordre : 
puisque, d'après la fin du numéro précédent, les projections 
des lignes lA , lA^sur le plan tangent enl présentent une inflexion 
en ce point. Il résulte de là que Fangk de contingence e, 
relatif à l'arc aa^ de la projection oa', peut être remplacé par 

Tangledes tangentes en I des lignes la, la' ou par Tangle E^ 
des lignes lA, lA' elles-mêmes ; et le rayon de courbure Tj de 

la ligne aa', égal à — > ou à -—9 est égal à R^ : 

D'ailleurs la formule (II) du numéro précédent étant évi- 
demment applicable à la ligne AA'ct à sa projection aa\ on a 

R. 

r, = ; 

ces a 

et la comparaison de ces deux forntules démontre le théorème 
énoncé. 
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Théorème II. Le rayon de courbure géodésique en uri point 
quelconque A d^une ligrie A A' tracée sur une surface ^ est égal 
au rayon de courbure au point correspondant de la ligne 
plane que Von obtient en circonscrivant à la proposée , sui- 
i^ant la ligne A A', une surface déueloppable , et déi^eloppant 
cette dernière sur un plan en même temps que la ligne A A 
qui elle contient. 

Nous renvoyons au chapitre Vill la démonstration de cette 
proposition , que nous n'aurons pas à employer jusque-là. 

Obsen^ation. L'importance de la considération du rapport 

— A- dans l'étude des lignes tracées sur une surface , a été si- 
cosa . ^ 

gnalée pour la première fois par M. O. Bonnet, dans son Mé- 
moire sur la théorie générale des surfaces (Journal de P École 
Polytechnique y Sa® cahier, 1848). Plus tard, et dans ses le- 
çons au Collège de France , M. Liouville a donné à ce rapport 
une signification géométrique nouvelle , par l'introduction de 
la notion de Fanglé de contingence géodésique. 

9. Théorème relatif à la distribution des plans tangents 
à une surface gauche y le long d\ine même génératrice de la 
surface. . 

Théorème. Un plan quelconque étant mené par une gé- 
nératrice d'une surface gauche j la distance du points suivant 
lequel ce plan est tangent à la surface, ait point central O de 
cette génératrice i est proportionnelle à la tangente trigôno^ 
métrique de V inclinaison de ce plan sur le plan tangent au 
point central (Chasles, Mémoire sur les surfaces gauches : 
Correspondance Mathématique et Physique^ tome XI). 

Dans cet énoncé, on appelle point central d'une généra- 
trice OA , le point où la droite 00' qui mesure la plus courte 
distance entre les deux génératrices infiniment voisines OA, 
O' A', s'appuie sur la première; ou plutôt la position limite de 
ce point. " 

Démonstration. Soit 00' la plus courte distance entre la 
génératrice fixe OA et une génératrice variable O^A', infini- 
ment voisine delà première: le point O sera infiniment voisin 
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du point central. Désignons la plus courte distance OO' par 
^'6* 4* cr; l'angle des deux génératrices, 

1 ou son égal a'OA, par co^ et posons 



A = limite de — • 

Vf 



Prenant un point déterminé A de la génératrice OA, situé 
à une distance R du point central, menons par ce point une 
droite A A', perpendiculaire à la génératrice OA, et renconr 
trant la génératrice în€niment voisine 0'A\ (Il suffit, pour 
cela , de mener A a' perpendiculaire à OA dans le plan a'OA , 
d'élever a' A' égale et parallèle à ÔO' et de joindre A A'.) Les 
triangles rectangles Aa^Â\ OAa' donnent les relations 



^"^^^^ A«i' Art' 

tang A A' a', ou tang ( AA', 00' ) = =- = » 

A'fl' ^ 
Afl'= w.OA ; 

d'où , ,en multipliant membre à membre et réduisant, 

tang ( AA', OQ' ) = - • OÂ . 

Si Ton suppose maintenant que la génératrice O ' A' se rappro- 
che indéfiniment de la génératrice fixe QA , le second membre 
aura pour limite Ar.R. D'ailleurs, les cordes infiniment pe- 
tites 00' et AA' ont pour limites respectives des tangentes me- 
nées à la surface par le point central, dont le point O se rap- 
proche indéfiniment, et par le point fixe A; et comme ces 

tangentes sont perpendiculaires à OA , et que leur angle me* 
sure, par suite, Tinclinaison (f des plans tangents menés à la 
surface par le pojnt central et par le point A , on voit que le 
premier membre a pour limite tangcp, de sorte que l'on a 

(IV) .tang<p=rX-.R; 

et cette formule .démontre le théorème énoncé. 

Obseivaiiofi . y et R peuvent être regardés comme positifs 
dans la formule précédente, quand on l'applique à la détermi- 
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Dalion d^un plan tangent unique. Mais si Ton veut fixer, sans 
ambiguïté, la position du plan tangent à la surface en un se- 
cond point A! de la même génératrice, situé à une distance R 
du point central , on devra , dans la formule anal(^ue 

toiig^'=X.R', 

regarder (j>' et R' comme positifs, ou négatif, suivant que le 
nouveau point de contact Â' sera situé, par rapport au point 
central, du même côté que le point A ,.ou du côté opposé. Il 
résultera d'ailleurs de cette convention que Ton aura tou- 
jours, en désignant par ^ Tinclinaison mutuelle des plans 
taogents en A et A', ^p = qj^— ç-', et, par suite, 

, X-.(R — R') 



On voit que si R et R' sont de même signe, le dénomina- 
teur de la formule précédente sera toujours différent de zéro, 
et Tangle ^ diflerenl d'un droit. Donc si les plans tangents 
en deux points d'une même génératrice d^une surface gauche 
sont rectangulaires y le point central de cette génératrice est 
nécessairement compris entre leurs points de contact. 



*—m* 



CHAPITRE n. 



DES PROPRIÉTÉS DESCRIPTIVES COMMUNES A TOUTES LES LIGNES 

A DOUBLE COURRURE. 



10. La tangente en un point d'une ligne h double courbure 
est, ainsi que la tangente d'une ligne plane, la limite des po- 
sitions occupées par une sécante tournant autour de ce point, 
de manière qu'un second point d'intersection de la sécante et 
de la courbe se rapproche indéfiniment du premier. 

H. Le plan osculateur en un point d'une ligne à double 
courbure est la limite des posi lions occupées par un plan pas- 
sant par ce j)oiut, et par deux autres points de la courbe qui 
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« 

se rapprochent indéfiniment du premier. On peut encore le 
considérer, soit comme la limite des positions occupées par un 
plan passant par la tangente au point considéré, «et par un point 
infiniment voisin du premier; soit comme la limile d'un plan 
variable passant par cette même tangente, et parallèle, à une 
tangente Infiniment vojsinçde la première: et ces trois défini- 
tions sont équivalentes. 
Pour le démontrer, concevons un cylindre passant par la 
Fig. 5. ligne donnée aie, et dont les génératrices 

soient parallèles à la tangente at de celte 
ligne en a \ ce cylindre est entièrement 
déterminé, ainsi que son plan tangent 
en a; et nous allons voir que ce dernier 
représente , quelle que soit celle des trois 
définitions que Ton adopte, le plan oscu- 
lateur de la ligne abc au même point. En effet, 
• Le plan mené, d'après la troisième définition, par la tan- 
gente at^ et parallèlement à une tangente infiniment voisine 
ht\ est parallèle au plan tangent au cylindre en A , et a pour 
linjite le plan tangent en a. 

Le plan mené, d'après la seconde déûnition, parla tangente 
at et par un point .infiniment voisin fe, renferme la généra- 
trice du cylindre pour le point b j et une corde infiniment pe- 
tite ba d'une ligne cba située tout entière sur le cylindre-, il 
est donc infiniment voisin du plan tangent au cylindre en i, 
et a nième limite que ce dernier, à savoir le plan tangent en a.- 
Enfin, et relativement à la première définition, si l'on consî- 
dèreuncylindrei^a/vViA/e^passantconstammentparlaligne^ic, 

et dont les génératrices soient parallèles à la droite variable ac^ 
On verra que le plan variable abc^ contenant toujours une géné- 
ratrice ca et passant en outre par une corde infini ratent petite 

c6 d'une ligne située tout entière sur ce cylindre, est infini< 
ment voisin du plan tangent à ce cylindre en c : la limite de ce 
plan variable sera donc encore le plan tangent en a au cylin- 
dre-limite , on au cylindre défini précédemment. 
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Remarque 1, Il résulte, eu particulier, de celte dernière 
partie de la démonstration, que la position du plan-limité de- 
meure la même quels que soient les modes de convergence des 
points b et c vers le point a» 

Remarque II. La distance au plan osculateur en un point a 
d^un second point h de la courbe infiniment voisin du premier, 
est un infiniment petit du troisième ordre. Cette distance est, 
en elTet, un des côtés de Fangle droit d^un triangle rectangle 
ayant pour hypoténuse la distance du même point & à la tan^ 
gente at (distance du second ordre) ^ l'angle opposé à ce côté 
étant infiniment petit, parce qu'il mesure l'inclinaison du plan 
variable tab sur le plan osculateur en a, qui en est la limite. 

Remarque III, La plus courte distance entre deux tan^ 
gentes infiniment voisines at et ht' d'une ligne à double cour- 
bure, est un infiniment petit du troisième ordre (Bouquet). 
La distance en question est , eu effet , égale à la distance dii 
point b au plan taO' mené par la tangente at parallèlement à la 
tangente è«'^ et cette dernière, à son tour, est égale à la dis- 
tance du même point b à la tangente at^ quantité du second 
ordrcy multipliée par le sinus de Tangle formé par le plan taff 
avec le plan tab. Or cet angle est infiniment petit, ainsi que 
son sinus ^ puisque les plans^ variables tàff et tab ont la même 
limite, à savoir le plan osculateur en i2. Donc, etc. 

Remarque If^^ La tangente en un point d*une ligne à dou-^ 
ble courbure est la limite de la droite d'intersection du plan 
osculateur en ce point , et du plan osctdateur en un Second 
point infiniment voisin dit premier. Il suffit^ pour le démon- 
trer, d'imaginer un cône auxiliaire dont les génératrices soient 
parallèles aux tangentes de la ligne considérée : les plans tan^ 
gents du cône sont, en effet, parallèles aux plans osculateurs 
de la ligne à doiible courbure ; l'intersection de deux plans os- 
culateurs infiniment voisins est parallèle à l'intersection des 
plans tangents correspondants, et celle-ci a pour limite une 
génératrice du cône; donc, etc. 

12. On appelle angle de torsion d'un arc quelconque ab 
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d'une ligue à double courbure Tangle H des plans osculateurs 
menés à Forigine eX à rextrémité de cet archet rayon dcst- 
coude courbure B^ de la ligne eu un de ses points, la limite 
vers laquelle tend le rapport de Tare élémentaire de cette lignt* 
à Tangle de torsion correspondant, lorsque l'origine de Tare 
demeurant fixe en ce point \ sa longueur décroit indéfiniment. 

H 
Le rapport inverse — - recevant le nom de seconde courbure: 

l — H 

Par chaque point d'une ligne à double courbure passent une 
infinité de normales à cette courbe, toutes situées dans le /7/^fi 
normal: celle d'entre elles qui est située dans le plan oscula- 
leur correspondant reçoit le nom de normale principale; les 
normales principales relatives 2MX différents points d*une ligne 
à double courbure engendrant une surface gauche, la surface 
gauche des normales. 

13. U angle de contingence E, la courbure totale ou 
moyenne d'un arc fini quelconque, la courbure et le rayon de 
courbure (ou ericorç la première courbure et le rayon de pre- 
mière courbure) en un point déterminé) ont les mêmes défini-» 
tiens dans une ligne à double courbure et dans une ligne plane* 
On doit ajouter cependant que le cercle de courbure, dont le 

rayon Ri est défini par Téquation R, == — » est , en chaque 

point, situé dans le plan osculaleur correspondant, tangent à: 
la courbe en ce point, et situé du même côté que celle-ci par 
rapport à la tangente. 

14. Le cercle osculateur en un point d^une ligne, à double 
courbure est la limite d^un cercle variable passant par ce point 
et par deux autres points de la courbe infiniment voisins dtf 
premier; on peut encore le considérer comme la limite d'un 
cercle variable tangent à la courbe au point considéré et pas-' 
sant par un second point de la courbe infiniment voisin du 
prenaier. 



1 
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En chaque point cfune ligné à double courbure^ le cercle 
osculateur et le cercle de courbure coïncident^ et le centre 
commun de ces cercles est situé sur la droite polaire relative à 
ce point; celte dernière n'élanl autre chose que la limite de 
Tintersection du plan normal au point considéré et d'un plan 
normal infiniment voisin. Il suffira d'ailleurs , pour la démons- 
tration , d'établir que le rayon du cercle osculateur est égal à 

celui — du cercle de courbure •, et que la distance du point 

considéré de la courbe à la droite polaire correspondante a la 
même valeur. 

Prenant à cet effet trois points infinimeiit' voisins a, i, c'de 
la courbe donnée , considérons Ja figure composée des tangentes 

aux points extrêmes af ,. cv , de la 
droite oo' intersection des plans 
normaux aux mêmes points , et du 
système des trois points a^ b ^ c J 
projetons orthogonalement toute 
cette figure en t' a'b'cf<^ sur un plan 
parallèle aux tangentes at^ c%^\ et 
soit o' le point -auquel se réduit' la 

projection de la droite oo* : a' o' re-» 
présentant la distance du point a à 

cette droite, et o' étant le point de rencontre des normales 

en a! et d de la ligne projetée. 

Dans la projection , et en vertu des propriétés des courbes 

planes, analogues à celles que nous voulons établir pour les 

lignes à double courbure, le rapport -^ relatif à Tare infini- 
ment petit a'c', la distance a'o' et le rayon du cercle alVdt 
ayant la même limite, sont mesurés par des nombres infini- 
ment peu différents les Uns des autres. De là, en. revenant à k( 
figure primitive, et remarquant que la difïérence /iS — t/S'est 
du second ordre, que l'angle E est égal à Tangle F/ 5 la distance 
du point a à la droite od égale à la droiie a'o', et enfin que le 
ravon du cenle ahc diffère infiniment peu, d'après le lomme I, 
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{a;oir page 8), du rayon du cercle alh'd \^ on conclura que le 

rapport — relatif à l'arc infiniment petit ahc de la ligne à 

double courbure primitive^ le rayon du cercle ahc^ et la dis- 
tance du point a à la droite intersection des plans normaux aux 
extrémités de cet arc, sont des quantités qui diffèrent infiniment 
peu les imes des autres, et que leurs limites respectives sont 
^ales : ce qui suffit à la démonstration. 

15. Considérant une ligue à double courbure quelconque, 
inscrivons dans cette ligne une ligne polygonale aj3yde... 
ayant ses côtés égaux , et menons , par les tnilieux /n, wl^ jn"**^ 
de ces côtés, des plans normaux à ces côtés. Ces plans se cou* 
peront deux à deux et consécutivement ^ suivant les droites 
Ci, c* s\ c" s'\. . ., qui sont respectivement perpendiculaires 
aux plans a^y^^fiyâ^yâe. . . de deux éléments consécutifs de 
la ligne polygonale primitive, et qui* rencontrent ces platis 
aux points c, c\ c", . . ., centres respectifs des cercles a (3 y, 
/3^^, . . . , passant par trois sommets consécutifs de cette ligne: 
et les droites C5, cfs\ c"^",. .. , formeront elles-mêmes par leurs 

intersections successives une nou*- 
velle ligne polygonale ss^s^^.. dont 
les som^raets s, 5', . . . , représen- 
tent les centres des sphères a(3y^, 
/Sycîe,. . .^ qui passent par quatre 
sommets consécutifs, de la ligne pri- 
mitive. 

Prenant maintenant un point 

• quelconque d sur la droite cSj joi- 
gnons dm! qui coupe c' 5' en rf'; 
joignons ensuite d^m^ qui coupe 

c^s" en d'^^ d"m^* qui coupe c^V^ 
en rf^'', et ainsi de suite. Et soit dd^d" . . . la ligne résultante. 
L'égalité hypothétique des côtés de la ligne polygonale prî-* 

mîtive, la définition des droites C5 et celle des points c entrai-- 




miv 



nent successivement les égalités cm = cm'^ c' m' = c* m 



ji 
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les égalités d'm'=d'm\ ^"m''=Y/''m''V.., etenfin l'égalîtë 

des inclinaisons de d' m^ et d' m" sur c^ d\ àe d" w}' et d" m^'' 
sur c'' d"^ .... Or, il résulte d*abord de ces dernières égalités , 
que la ligne dd' d'* , . . se transforrrie en une ligne droite par 
le développement sur un plan de la surface pplyéd raie, formée 

parles droites C5, d s! ^,,.^ sur laquelle elle est tracée; et il ré- 
sulte des précédentes que cette même ligne est une véritable 
déi*eIoppée de la ligne polygonale mm' m" . . . qui a pour som- 
mets le» milieux des éléments de la ligne primitive; car si l'an 
conçoit un fil partiellement enroulé sur la ligne dd* d^* d"\ et 
. dont Ja jpartie actuellement libre d'" m!" atteindrait par soii 
extrémité le point m'^'; et que Ton déroule- c^ fil de manière 
que sa partie libre soit suceessivement dirigée suivant les pro- 
longements des côtés rf'rf" dd\,,, delà ligne d'^d'd^ l'extré- 
mité de ce fil atteindra successivement tou& les sommets m"^ 
m', m,. . . de la ligne mm' m". 

Si donc on imagine que la longueur commune Ag^ côtés de 
la ligne polygonale «jSy, inscrite dans la courbe primitive, di- 
minue indéfiniment, et que Ton passe à la limite, on aura ce 
théorème : Les droites polaires relativ^es aux différents points 
d^une ligne à double courbure quelconque sont les généra- 
trices d^une surface déi^eloppable , la surface polaire ; rareté ' 
de rebroussement de cette surface est le lieu des centres des 
sphères osculatrices de la ligne primitis^e; et il passe par cha-- 
que point de la surface polaire une déi^eloppée de la ligne pri- 
mitii^e , la série tout entière de ces déx^eloppées formant une 
série de lignes géodésiçues de la surface polaire. 

Remarque. Les tangente» de l'arête de rebroussement de la 
surface polaire étant perpendiculaires aux plan» osculateur» 
de la ligne primitive, les plans osculateurs de la première sont 
aussi perpendiculaires aux tangentes de la seconde. Il en ré- 
suite que les angles de contingence et de torsion de la liene 
primitive sont respectiv^ement égaux aux angles de torsion et 
de contingence de f arête de rebroussement -^ le rapport de la 
première à la seconde courbure pour lune de ces lignes étant 
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ègnlàrini^erse du rapport analogue pour f autre, (Fourier.) 
En outre, hes normales principales. des deux lignes sont pa^ 
rallèles. (Lemonnier») Ces deux droites, en effet, sont situées 
dans un même plan, le plan normal de la première ligne, qui 
coïncide avec le plan osculateur de la seconde; et, dans ce 
plan-, elles sont perpendiculaires à une même droite, la droite 
polaire de la première ligne qui coïncide avec la tangente de 
la seconde. 

16. Revenant à la figure précédente, supposons que l'on dé- 
veloppe sur un plan la surface polyédrale formée par les droites 

C5, c'5',...-, et soient SS'S'', CCC... les lignes polygonales 
planes suivant lesquelles se transforment les lignes ss^ ^\ 
c(/c"... : la ligne dd^d".,» se transformera, dans ce développe- 
ment, en une ligne droite -, et tous les points m^ m\ m"^... 
de la ligne mm* ni^ viendront se réunir en un même point O 
de cette droite. Or, les différents points c àe la ligue ce' s'ob- 
tiennent, avant le développement, en abaissant, des points m, 

des perpendiculaires me sur les éléments prolongés de la ligne 

55' ; et les distances /ne , m5 sont alors infiniment peu diffé'^ 
rentes des rayons du cercle et de la sphère passant par trois ou 
quatre sommets consécutifs delà ligne primitive a(3y : doncj et 

puisque les perpendiculaires wc et les droites m^ sont toujours 

situées dans le plan de deux éléments consécutifs C5, cf^ de la 
ligne ssfs^^la ligne dCQ? s'obtiendra^ après ledéx^eloppement, 
en abaissante un même point O des perpendiculaires sur les 
éléments prolongés de la ligne SSS^*'^ et les rayons vecteurs 
correspondants OC et OS de ces deux lignes représenteront^ à 
un infiniment petit près^ les rayons du cercle ou de la sphère 
passant par trois on quatre sommets consécutifs de la ligne 
pnmitii^ea^y. Dès lors, si Ton conçoit que la ligne polygonale 
aj3y se rapproche indéfiniment de la ligne à double courbure 
considérée d'abord , on parvient à ce théorème : 

Si on développe sur un plan la surface polaire relative à 
une ligne à double courbure quelconque^ le lieu des centres 

2. 
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de courbure de cette ligne se transforme suivant la podaire, 
relatwe à une certaine origine O^'de F arête de rebroussement 
dés^eloppée ; et les rayons menés du point origine à deux 
points correspondants de V arête dév^eloppée et de sa podaire^ 
sont respect ii^emeht égaux aux rayions de la sphère osculatrice 
et du cercle osculateurpour le point correspondant de la ligne 
primitive. 

Ce théorème, dû à Lancret, et demeuré depuis înaperçn, 
a été établi par ce géomètre à Taîde de considérations qui ne 
paraissent pas complètement rigoureuses. 

Remarquons, en effet, en reproduisant sa démonstration^ 
que Ton peut construire toutes les développées de la ligne con- 
sidérée, suivant la méthode connue, en prenant pour point 
initial, dans la description de chacune de ces lignes, chacun 
des points du lieu des centres de courbure. On reconnaît par 
là que chaque développée passe par un point de la ligne des 
centres, et qu'elle est en ce point perpendiculaire à la généra- 
trice correspondante de la surface polaire; et, comme les dé- 
veloppées sont des lignes géodésiques de cette surface , elles 
se transforment , par son développement , en des droites me- 
nées par les différents points de la ligne dei^ centres déve- 
loppée^ perpendiculairement aux tangentes correspondante» 
de r arête de rebroussement développée. Or, ajoute Lancret 
(Correspondance Polytechnique , tome I, page 5i) , toutes les 
développées ayant dans r espace un point commun, k savoir 
le point d'intersection de la ligne primitive et de la surface 
polaire, leurs transformées après le développement concou- 
rent en un même point ^ ce qui est le théorème énoncé. 

On peut objecter à ce raisonnement qu'admettre Texistence 
d'un point commun aux développées et à la ligne primitive 
revient à supposer nul, eu ce point, le rayon de courbure de 
cette dei^nière; si donc le rayon dç courbure de la ligne pro- 
posée ne s'annule jamais, le point commun, sur l'eiistence du- 
quel reposait le raisonnement, n'existe pas; et la démonstra- 
tion paraît en défaut. 

On pourrait croire cependant, et d'après notre démonstra- 
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lioii même, que les développées ayant toujours uéi poiut 
commun O après le développement de la surface polaire , il en 
est de même avant le développement. Pous s'assurer qu'il peut 
en être autrement^ il suffit de remarquer qu'un point quel- 
conque, pris au hasard sur le plan où s'est effectué le déve- 
loppement, est réel, ou imaginaire, par rapport à la surface 
primitive, suivant que de ce point on peut mener. une tan- 
gente à l'arête de rebroussement développée, ou que l'on ne 
peut eh mener aucune. 

Remarque 1, La réciproque de la proposition précédente 
est vraie, quoique donnant lieu à une démonstration plus pé- 
nible 5 elle consiste en ce que toute podaire de V arête de re- 
broussement développée d'une surface, est la transfonnée du 
lieu des centres de courbure d'une certaine ligne de ^espace 
ayant , pour surface polaire , la surface déueloppable consi- 
dérée. 

' Remarque II. Les normales principales d^utie ligne à dou- 
ble courbure ne sont pas tangentes à la ligne des centres de 
courbure, et celle-ci n'est une déi^eloppée de la ligne primitive 
que dans le c(%K>ii cette dernière est plane. En effet, si les 
normales principales. étaient tangentes à la ligne des centres, 
comme elles sont situées dans les plans tangenls de la surface 
polaire, elles conserveraient la même propriété après le déve- 
loppement de celle-ci sur un plan. Or, c'est ce qui n'a pas lieu, 
en général ; car on a vu que dans ce développement la ligne 
des centres se transforme dans la podaire, relative à une cer- 
taine origine O de l'arête de rebroussement développée; les 
normales principales devenant en même temps les rayons vec- 
Plg g teurs de la podaire, par rapport à la môme 

origine. Cette propriété négative cesserait 
cependant d avoir lieu si la podaire deve- 
_^ ngit une ligne droite passant par l'ori- 
gine : mais alors les tangentes de l'arêle 
de rebroussement développée ^ ou les génératrices de la sur- 
face polaire, seraient parallèles après et aussi, par suite, 
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avant le développement^ la surface polaire &e réduirait à un 
cylindre, l'angle de torsion serait rigoureusemeut nul dans 
toute l'étendue de la ligne considérée, et cette ligne serait 
plane. 

17. Si une ligne à double courbure L est coupée à angles 

droits par les tangentes d^une ligne L', 
un arc quelconque de cette dernière est 
égal à la différence des tangentes menées 
par ses extrémités et tetjninées à la ligne 
priniitiv^e dont elle est, par suite, une 
développée ^ elle est, en outre, située 
tout entière sur la surface polaire rela^ 
tii^e à la ligne primitive, et ses normales 
principales sont parallèles aux tangentes de cette ligne. 

Démonstration. Si on développe, en effet, sur un plan, la 
surface développablc ayant la ligne L' pour arête de rebrous- 
sèment, la ligne L, qui est une trajectoire orthogonale des 
génératrices rectilignes de cette surface, et la ligne L', se trans- 
forment en une ligne plane / et eu sa dévej^pée V\ et cette 
seule observation démontre la première partie de Ténoncé. 
En outre, chaque point de la ligne \I pouvant être considéré 
comme la limite du point d'intersection de deux normales infi- 
niment voisines de la ligne primitive^ appartient à l'une des 
droites polaires de celle-ci; et la ligne L' est dès lors située 
tout entière sur la surface polaire de la ligne primitive. Enfin 
les tangentes de cette dernière et les normales principales de 
la développée IJ sont parallèles. Elles sont, en effet, situées 
deux à deux dans un même plan , — le plan tangent de la sur- 
face de veloppable, qui. coïncide avec le plan osculateur de la 
ligne L'; — et, dans ce plan, elles sont perpendiculaires à une 
même droite, — ^ la génératrice de la surface, qui coïncide avec 
la tangente de la ligne L\ 

Corollaires, i- Une ligne à double courbure- n admet 
quUin seul système de développées, défini précédemment , et 
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représenté par une série de lignes géodésiques de la surface 
polaire relatii^e à cette ligne, 

2. Les déi^eloppées d\ine ligne flanejorment une série de 
lignes géodésiques d'un.cylindre ayant pour section droite la 
développée plane de la ligne proposée^ Evident. 

., 2'. Une ligne dont Vune des développées est une hélice 
cylindrique est nécessairement plane. Les tangentes de la ligne 
considérée sont en effet parallèles aux normales principales de 
la développée; et ces dernières , dans le cas actuel , sont paral- 
lèles à un même plan. ( ^o/V ci-après, chapitre VI.) 

3 . Les développées d 'une ligne sphéri c[ue Jbrmen t une série 
fie lignes géodésiques d'un cône concentrique à la sphère et 
ayant pour base, sur celle-ci, la développée sphérique de la 
ligne proposée, [Voir ci-après, chapitre III.) 

3'. Si Vune des développées est une ligne géodésique d'un 
cône y la courbe primitive est une ligne sphérique j la sphère qui 
la contient est concentrique au cône^ et le rayon de la sphère 
qui aboutit à un point quelconque de la courbe fait un angle 
constant avec la tangente correspondante de la développée, 
(Vieille, Compléments d'Analyse et de Mécanique^ p. 80.) 
En effet, par le développement du cône sur un plan , la ligne 
géodésique considérée U, et toutes ses tangentes, se trouvent 
développées, ou rabattues^ suivant une même ligne droite*, en 
même temps, et en vertu de la première partie du théorème 
contenu dans le n° 17, les différents points de la ligne primi- 
tive L, situés d^abord sur les tangentes de 
la ligne L', viennent se rabattre sur un 
même point de cette droite. Or la distance 
de. ce point unique au sommet du cône 
développé représente la commune dis- 
tance du sommet du cône à tous les points 
de la ligne primitive L, qui appartient dès 
lors à iine sphère concentrique au cône; et l'inclinaison de la 
droite qui mesure cette distance sur la droite, transformée de 
lalîgne géodésique primitive, représente Tinclinaison constante 

du rayon de la sphère aboutissant à un point quelconque de 
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■ I 

la ligne primitive sur la tangente correspondante de la déve- 
loppée. 

3^'. Les développées d*une hélice sphérique Joiment une 
série de lignes géodésiques d'un cône de rét^olution. IF^oir 
ci-après, chapitre III.) 
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De tare de grand cercle tangent à une ligne sphériguem 

18. Une ligne sphérîque quelconque, appartenant à une 
sphère de rayon i, étant représentée par une équation entre 
les coordonnées polaires sphériques p et « : Tinclinaison V 
sur le rayon vecteur p de Tare de grand cercle tangent au 
point correspondant de cette ligue; la sous-tangente et la sous^ 
normale, seront définies par les équations 

(i) tangV=-/, 

P 

W . tang(S.T) = !l^^ 

(3) tang(S.N.) = p'=^. 

La première peut être employée dans la recherche des liai- 
sons qui doivent exister entre deux courbes conjuguées, égale- 
ment inclinées sur chacun des rayons vecteurs issus d^une 
même origine. On aura, en effet, pour ces deux courbes , 

. tangV = ±tangV,, ^ = ^, 4^=±-^; 
^ ^ smp sinp, smp smp, 

d'où 

P p, 

Xi.lang- rrHtI'tang — hL.C, 

3 2 
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OU " ' 



(a) tang^-^ 



Les lignes sphérîques ainsi conjuguées, projetées stéréo- 
graphiquement sur le plan taugent mené par Torigine des 
rayons vecteurs, se transforment suivant deux courbes sem^ 
blableSy ovL suivant deux courbes réciproques. 

Il existe, dans le plan, entre deux courbes réciproques, une 
telle dépendance, que la sous-tangente de l'une et la sous- 
normale de Vautre sont les facteurs d'un produit constant. 
Cette propriété ne se conserve pas dans les lignes sphériques 
correspondantes: car on a, pour ces derniSres, 

taDg(S«T).taDg(S,. N|.) = sinp.siûp,. 

19. Une courbe sphérique à plusieurs foyers /i, /i, . • . , 
étant représentée par Téquation différentielle 

(4) 7/îi.rfpi H-lWa,e/pa-f-. . . = 0, 

la position de l'arc de grand cercle^ normal à cette courbe , et 
formant avec chaque rayon vecteur p un angle positif ou négatif 
représenté par V, sera déterminée par l'équation 

(4') /lîi.sin V, H- Wj.sinVs-l-. . . = o. 

applications, i . Que la courbe considérée soit une con- 
choïde sphérique ayant pour base une ligne quelconque, mais 
dont on sache construire l'arc tangent, ou Tare normal. L'équa- 
tion de cette dernière étant p = ^{^) ) Téquation de la con* 
choïde sera 

,p, = p -+- constante , 

ou 



d'^ 



La conchoïde et la courbe qui lui sert de base ont par consé- 
quent même sous-normale [^voir la formule (3)] 5 et ce résultat 
renferme la construction de l'arc normal, à laquelle conduit 
aussi la théorie des centres instantanés de rotation. 

2. Que la courbe considérée soit la podaire pp' d'une 



I 



tang~ ) == constante. 
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ligne aa^ par rapport à Porîgîne O. Si l'on considère la 
courbe aL(x! supplémentaire de la ligne aa', on reconnaît aisé- 
ment que la supplémentaire et la podaire sont, relativement 
à l'origine O, deux courbes à rayons vecteurs complétuentaires. 
Leurs perspectives sur le plan tangent en O , le point de vue 
étant au centre de la sphère, sont donc par rapport à Torigine 
deux lignes à rayons vecteurs réciproques \ et les perpendicu- 
laires abaissées de Forigine sur les tan- 
gentes eh des points correspondants de ces 
lignes sont également inclinées sur le 
rayon vecteur commun. La même pro- 
^priété subsiste donc sur La sphère, et les 

arcs de grand cercle oq^ oh^ abaissés de 
l'origine perpendiculairement sur les arcs 
tangents en p et en a aux lignes pp' et aa\ sont également 

inclinés sur le rayon vecteur comme poct. Mais le dernier de 

ces arcs perpendiculaires est le prolongement de Tare oa : 
donc, sur la sphère, comme dans le plan, le rayon vecteur de 
la première podaire pp' divise en parties égales V angle formé 
par les rayons vecteurs de la ligne primitive didJ et de la 
seconde podaire qq'. Si la ligne primitive se réduit à un point, 
la podaire est l'ellipse s|)hérique décrite par le sommet de 
Fangle droit d'un triangle rectangle, construit sur une hypo- 
ténuse fixe. 

3. L'arc normal à la courbe à plusieurs foyers représentée 
par l'équation 

(c) Wicospi-f- WîCospj-l-. .= constante, 

ou ' 

/7}|Sin pi.<ipi -f- //Î2sinp2.</p2 + . . . = o;' * 

dans laquelle Wi, mj,... désignent des nombres constants^ 
est défini par la formule (4)) 

Wrsin p, .smV, -f- m^^m p^.sinVj -f-. , .-= o, 
ou 

{c) w,.sin/>,-}- W2.sin/?2-f-. . . = o; 
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Pi'i Pt-)* • • désignant les arcs, perpendiculaires i l'arc normal, 
menés par les foyers yi, y,,. . .5 et sinpi, sin/7t,. . . les dis- 
tances, positives ou négatives, des mêmes foyers au plan de 
l'arc normal. L'équation [d) exprime donc que le plan de l'arc 
normal passe par le centre de gravité G des masses mi, mt, . . . 
placées respectivement aux foyers/i, y,, . . . •, ou que l'arc nor- 
mal lui-même passe par un point fixe g^ extrémité du rayon 

cGg : et la courbe représentée par V équation [c) est un petit 
cercle de la sphère , ce.qui est peut-être un théorème nouveau. 
Remarque. On peut parvenir directement à ce dernier 
résultat, en remarquant c(ùe le premier membre de l'équa- 
tion (c) représente le moment, par rapport au plan du grand 
cercle ayant pour pôle un point quelconque de la courbe con- 
sidérée, d'une masse (x= mi-H /Wj-h. . . placée au centre de 
gravité G des masses wij, m„ . . . distribuées aux divers foyers 
/i, /i, . . '. : la distance du centre de' gravité à ce plan est donc 
constante; ce plan roule sur un cône de révolution autour de 
Taxe cG ; le grand cercle qu'il détermine sur la sphère a pour 
enveloppe le petit cercle qui sert de Kase à ce cône \ et la courbe 
primitive enfin, ayant pour supplémentaire un petit cercle , est 
elle-même un petit cercle. 

4. Proposons-nous enfin, comme dernière application, de 

construire l'arc normal à la 
courbe CC'déc ri te parlesom^ 
met libre d'un triangle ABC, 
d'aire constante, construit 
sur une base fixe .AB. C , C 
étant deux points infiniment 
voisins de la courbe considé^^ 
rée, les triangles infinitési-^ 
maux ACC, BCC sont équivalents, jet Ton a 

• 

(i — cos AC j û?a = { I — cosBC) rfp. 
On trouve d'ailleurs, dans chacun de ces triangles, 




sinAC.r/a=:CC'.cosACN, sin BC.r/p = CC'.cosBCN, 
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CN étant Tare normal ^ et da^ d^ désignant les angles infînl- 
ment petits CâC, CBC : et Ton déduit de la combinaison de 
toutes ces relations 

I -* cos AC • ^„ I — - cosBC _ -„ 
ces ACN = . ^^ cosBC^, 



siaAC sinBC 



ou 



AC BC 

(d) tang — •cosACN = laDg — cosBCN. 

Je Je 

Or, si l'on prolonge les arcs AC, BC jusqu'aux points A', B' dia- 
métralement opposés à A et à B, et si on désigne par a et j3 les 
points milieiix des arcs CA', CB' 5 Téquation précédente pourra 
être remplacée par celle-ci : 

, ,,. cosaCN cosBCN 

id) « — = î- , 

^ ' tangaC tangpC 

qui exprime que l'arc normal CN passe par le point de con- 
cours des arcs mené^ par a et j3 perpendiculairement aux arcs 
CA', CB'5 ou parle pôle du petit cercle de la sphère déterminé 
par les deux points fixes A', B' et par le point C. Et il résulte 
de là , non-seulement la solution du problème proposé , mais 
encore la détermination de la* nature de la courbe considérée, 
ou la démonstration du théorème de Lexell. On voit, en effet , 
que la courbe considérée et le cercle A'B'C sont tangents Tun 
à l'autre en C : celle courbe ne peut donc êlre qu'un cercle dé- 
terminé passant par les points A' et B', ou Tenveloppe d'une 
suite de cercles passant par ces mêmes points ; mais cette der- 
nière hypothèse est inadmissible, puisque l'enveloppe 5€ ré- 
duirait aux deux points directeurs A' et B'; donc, etc. 

Remarque I. L'équation [d) exprime encore que rdrc nor- 
mal en c est perpendiculaire à I *arc de grand cercle mn qui 
joint les milieux des côtés AC et BC : d'où cette construction 
donnéeparGudermann {Grundriss dcr Analytischen Spliàrih^ 
p. 147) du pôle N du petit cercle : Mener Varc de grand cercle 
perpendiculaire sur le milieu p de la hase donnée AB; ef 
prendre sur cet arc , à partir de son point de rencontre q a^ec^ 
Varc mn, une longueur q^ égale à un quadrant. 



DES LIGNES SPHÉRIQUES. ^9 

Remarque II. L'interprétation précédente de Téquation (d) 
conduit encore à une première définition des polygones d'aire 
maximum inscrifs dans une courbe donnée^ à savoir tjue Varc 
normal à la courbe circonscrite en chacun des sommets du 
polygone maximum doit éître perpendiculaire à l 'arc de grand 
cercle joignant les milieux des côtés adjacents, 11 en résulte, 
en particularisant la courbe donnée, que de tous les polygones 
sphériqueSj d'un même nombre de côtés, inscrits dans un petit 
cercle, le polygone régulier est maximum d'aire. Si la courbe 
donnée est une ellipse sphérique, la dernière définition du 
polygone maximum inscrit paraît offrir une tout autre diffi- 
culté, même dans le cas le plus simple où le polygone se réduit 
à un triangle. [Voir Steiner, Journal de Mathématiques ^ 
1841, page 170.) 

II. 

Cercle de courbure , cercle osculateur et développée d'une 

ligne sphérique quelconque. 

20. Propositions préliminaires. — Lemme I. Deux petits 
cercles de la sphère étant tangents intérieurement en un 
point, la différence de leurs ordonnées curvilignes correspon- 
dantes j terminées au grand cercle tangent au point commun, 
est un infiniment petit du second ordre, ou du troisième 
(l'abscisse commune étant du premier), suivant que la diffe^ 
rence des rayons des deux cercles est finie ou infiniment petite. 

Démonstration, L'abscisse commune étant du premier 
ordre, Tordonnée de chaque cercle est du second , et il en est 
de même de la différence des ordonnées, si la différence des 
rayons est finie. D'un autre c6té si , Tabscisse commune de- 
meurant fixe, la différence deç rayons décroît indéfiniment, la 
nouvelle différence des ordonnées décroîtra de même indéfini- 
ment 5 et son rapport à la différence primitive, déjà du second 
ordre, tendra vers zéro : ce qui veut dire que celte nouvelle 
différence est du troisième ordre. 

Lemme II. Étant donné un arc infiniment petit aMb 
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(Vune courbe sphérique quelconque^ il existe toujours entre 
les extrémités de cet arc un point M telj que l ^arc de grand 
cercle normal à la courbe en ce point soit perpendiculaire à 
Varc de grand cercle ab qui réunit ses extrémités» En outre, 
la distance de ce point M à Varc ab est du second ordre y et 

le grand cercle joignant le point M au milieu de la corde ab 
fait avec Varc normal en M un angle nul, ou fini , mais tou- 
jours diffèrent d'un droit. 

Démonstration. Abaissons d'un point m de Tare consi- 
déré amMb un arc de grand cercle perpendiculaire sur la 

corde ab , el menons par ce même point un arc de grand cercle 

tangent à la courbe en ce point, et dirigé dans le sens ab. La 
longueur du segment intercepté par ces deux arcs sur la 

corde ab est très-voisine d'une deraî-circonférence, ou de 

zéro , quand le point m est très-voisin de Forigine a , ou de 

p. j3 l'extrémité i', et elle varie d'ailleurs 

d'une manière continue si le point . 
m décrit lui-même Tare aMb d'un 
mouvement continu. Le segment in- 
tercepté sera donc exactement égal à 
un quadrant, pour une certaine position intermédiaire M du 
point décrivant -, et à cet instant l'arc normal à la courbe en M 

coïncidera avec Tare perpendiculaire à la corde ab. D'ailleurs 

la distance de ce point M à la corde ab est évidemment du 
second ordre; et l'arc qui mesure cette distance forme avec 

relui qui joint le point M au milieu de la corde ab un angle, 
nul ou fini, mais toujours différent d'un droit. Cet angle, en 
effet, est rigoureusement nul quand la courbe est un cercle, et 
ne peut être supposé droit quand la courbe est quelconque : 

car ce serait admettre que Tare tangent en M coupe la corde ab 
entre ses extrémités. { 

21. Cercle de courbure géodésique. On appelle courbure 
séodésique totale d'un arc déterminé d'une ligne sphérique, 
l'angle extérieur formé par 1rs arcs de grand cercle tangents 
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aux eximuiiés de cet arc , ou TaiT qui mesure cet angle dans 
la circonférence de rayon i ; courbure géodésique moyenne du 
même arc, le rapport de la courbure totale à la longueuir de 
Tare, et enfin courbure géodésique de la ligne considérée, en 

(haque point de celle ligne, la limite -^ vers laquelle tend la 

courbure moyenne d'un arc varialje de cette ligne, ayant pour 
origine fixe le point considéré et décroissant indéfiniment. Si 
la ligne considérée est un petit cercle de la sphère, la courbure 
géodésique moyenne d'un arc quelconque est constante, et me- 
surée par -^ ) désignant le rayon sphénque du petit cercle. 

, On appelle enfin cercle de courbure géodésique en un point 
d'une ligne spbérique le petit cercle de la sphère tangent a 
cette ligne en ce poinl, situé du même côté par rapport au 
grand cercle tangent, et ayant même courbure que celle ligne 
on ce point.- Le rayon spbérique B de. ce cercle est donc défini 
par Téquaiion 



e„ 

b 



lang 6 ds 

ds désignant l'arc élémentaire de la ligne considérée, et e^ 
l'angle extérieur des arcs de grand cercle tangents aux extré- 
mités de cet arc, ou Y angle de contingence géodésique -, et le 
pôle de ce cercle est appelé le centre de courbure géodésique^ 
ou le centre de courbure sphénque de cette ligne, pour le point 
considéré. 

Théorème I. Le centre- de courbure sphérique d'une ligne 

en un de ses points coïncide ui^ec la limite du poinl d'inter^ 

section de l'arc de grand cercle normal à la ligne en ce point, 

et d'un second arc normal y infiniment ixoisin dit premier. 

Démonstration. Deux aixs tangents infiniment voisins et 

j;. ,/ les arcs normaux correspondants forment 

un quadrilatère sphérique birectangle 
oatb^ dont l'aire est mesurée par l'une 

ou 1 autre de ces expressions o — r,^ 

o (t — coson) : la première exacte 5 et la 
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seconde supposant Tomission des infiniment petits du second 
ordre, e'. On a donc 



/••v 



d^ailleurs 

fis =:ab z^o.sinoa -+- ij , 

et Ton déduit de ces deux relations 



lim — — — 



tang ao ds tang 

ou 

liaiao = G. c. q. f. d. 

On peut encore établir cette proposition en remarquant que 

les prolongements des arcs ao, bo sont normaux en a' et 6' à 
la ligne a'J' supplémentaire de la proposée ab, et que l'are 
élémentaire a'b' de la supplémentaire mesure l'angle de con- 
tingence géodésique correspondant e^ de la proposée. On a- 
donc 

ûg a! h' sin oa' ces oa i 



^^ ^^ sinoa sinoâT taDgo/z 

22. I.e cercle osculateureu un point a d'une courtie sphé- 
rique afcc étant, par définition, la limite d'un cercle variable 
passant constamment par ce point et par deux autres ft et c de 
la courbe infiniment voisins du premier, le cercle osculateur 
on chaque point d'une ligne sphérique coïncide avec le cercle 
de courbure sphérique au même point, et c'est ce qui résulte 
du théorème suivant. 

TnfeoRÈME II. Le pôle du cercle osculateur [qui est éui- 
ftemment un petit cercle de la sphère) coïncide av^ec la limite 
du point d'intersection de deux arcs normaux infiniment 
"voisins. 

Démonstration. Soient o le pôle du petit cercle passant par 
a, /' , c -, m et n les milieux des arcs de grand cercle ab et bc] 
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M el N les poipts des arcs ab et bc de l^ ligne considérée, 

pour lesquels, suivant le Lemme II, les 
arcs normaux Mfx, Nv sont perpendicu- 
laires aux cordes ah et bc ; O le point 
d'intersection de ces arcs, et w le point de 

rencontre de NO et de mo. 

Les angles mM|!Ji, ^Nv étant différents 

d'undroît,etM|[jt,Nvétantdusecondordrc, 
il en est de mènie de m^ui, nv. Il en résulte que les segments 
to, ow sont du premier ordre, ainsi, par suite, que la dis- 
tance O o* Le point de rencontre de deux arcs normaux consé^ 
cutifs et le pôle du cercle variable abc sont donc infiniment 
voisins, et les limites de ces points coïncident, c. q. f. d. 

On peut encore regarder le cercle osculateur comme la limite 
d'un cercle variable tangent en a. à la courbe considérée ^ et 
passant paf* un autre point h de la courbe, infiniment voisin 
du premier. Conservons, en elTet, la même figure, et menons, 
en outre, Parc normal en a qui rencontre en I et i les arcs 

MfjtO, niq. On reconnaît encore que le segment Ii est du pre- 
mier ordre , ou que le pôle i du cercle variable dont il s'agit 
est infiniment voisin du point de rencontre I des arcs normaux 
en a et M; et, par suite, qUe les limites de ces points coïn- 
cident. 

Tbéoiième III. Une ligne sphérique ab et lé cercle oscula- 
teur de cette ligne en un point a étant rapportés au grand 
cercle tangent en ce point], la différence des ordonnées cur- 
vilignes des deux courbes est du troisième ordre, V abscisse 
commune étant du premier. 

Démonstration, Considérant le petit cercle^ de pôle 2, tangent 
i la courbe en a et passant par le point b \ menons au point b 
de ce cercle F ordonnée bp rencontrant en i' le cercle oscula«> 
teur de la courbe au point a. Les deux cercles ûb* et ab étant 
tangents en a et leurs rayons étant infiniment peu différents 
puisque, d'après le théorème précédent^ le premier eslla li- 
mite du second^ le Lemme I est applicable^ et la différence bV 

3 
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de leurs ordonnées estdu troisième ordre. Or^ le point b appar- 
tenant à la courbe primitive elle-même, hb' est aussi la diffé- 
rence des ordonnées de la courbe et du cercle osculateur; et le 
théorème est démontré. — La réciproque est vraie et s'établit 
aisément. 

23. Théorème IV. Chacun des arcs normaux à une courbe 
sphérique quelconque est tangent à la déi'eîoppée sphérique 
de cette ligne , c'est-à-dire à la courbe Jormée par les intersec^ 
ti'ons successives des arcs normaux à cette ligne ^ et Varc élé- 
mentaire de la développée est égal à la différence correspon- 
dante des rayons de courbure sphérique de la ligne primitive. 
Démonstration, Soient a^ b, c,. . ., des points successifs 
pj- jg de la ligne primitive, et o^o*...^ les 

points d'intersection des arcs normaux à 
cette ligne en a et & , en i et c , etc. 

Soient, en outre, a la limite de o quand 
on suppose que, a étant fixe, h se rap- 
proche indéfiniment de a; (3 la limite de 
o' quand on suppose que, b étant fixe^ c se 

rapproche indéfiniment de b , etc., et soit 
a/3 la courbe formée par tous ces points limites, ou la déve- 
loppée. 

i). Si l'on abaisse Tare a p perpendiculaire sur ^oi, on a 
dans le triangle opa, 

oLp z=i OiX.sino. 

• • 

Or le segment ox est du premier ordre, puisque le point a est, 
par définition, la limite du point o; il en est de même de 
Fangle o, puisque les points aeib sont infiniment voisins; la 
distance <xp est, par suite, du second ordre; et ce résultai 
suffit pour établir que Tare ^b est tangent en ^ à la courbe a ^^ 
dont Tare «p est d'ailleurs du premier ordre. 

a). En second lieu, la différence des arcs oa et ob étant au 
moins du second ordre (on peut, en effet, établir qu'elle estdu 
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troisième), on peut poser, en négligeant les infiniment petits 
de cet ordre , 

ob — oa = o, on (pb — po) — (««r -f- oa) = o; 

ou encore 

ao -\- o^ zTL^b — art, 

ou enfin 

en remplaçant ao-(-oj3 par son égal, au troisième ordre 
près, arc«j3. 

Corollaire. Un arc fini quelconque olX de la développée , 
correspondant à Varc al de la ligne primitiv^e, est égal à la 

différence lA — a« des rayons de courbure sphérique de cette 
ligne en ses extrémités a cf 1. De plus , Concevant unfilpar^ 
tiellement enroulé sûr la développée ixï^ et dont l'extrémité 
coïnciderait actuellement avec le point a , et déroulant ce fil^ 
la portion libre sera toujours dirigée suivant un grand cercle^ 
et son extrémité ^venant coïncider successivement avec les 
points a , b , . . . , décrira la ligne primitive tout entière^ 

24. Rayons de première et de seconde courbure d'une ligne 
sphérique ^ relation entre ces rayons y et représentation géo- 
métrique du rayon de seconde courbure. 

Notation. Nous désignerons, dans tout ce qui suit, les an- 
gles de contingence et de torsion en chaque point d'une ligne 
sphérique par les lettres e elh\ Tare élémentaire par ds^ les 
rayons de première et d€ seconde courbure par r, et rj, et, 
comme précédemment , Tangle de contingence et le rayon de 
courbure géodésiqttes par e^ et z'^; enfin la lettre désignera 
Tinclinaison du plan osculateur sur le plan tangent à la sphère 
au même point. D'ailleurs , quand nous aurons à considérer^ 
en même temps que la ligne primitive, sa développée sphéri- 
que 5 nous désignerons les éléments analogues de celle-ci par 
les mêmes lettres accentuées. 

Cela posé , le rayon de première courbure r, d'une ligne 
sphérique , ou le rayon du cercle osculateur, n'est autre chose^ 

3. 
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d'après le Théorème II, que le rayon du cercle de courbure géo^ 
désique. Or le rayon sphérique de ce dernier étant défini par 

l'équation 

ds 
r^=-- = tangd, 

en a , pour son rayon dans le plan , 

ds 

(5) r,= -~ = sinô; 

les angles de simple contingence et de contingence géodésique 
étant liés pac la relation 

(6) f^=eco5Ô, 

déjà établie d'ime manière générale , et dans laquelle désigne 
l'inclinaison du plan osculateur sur le plan tangent à la sphère : 
et Von déduit aussi de ces deux dernières équations , 



""if 



(5,6) e=i\lds 

pour l'angle de contingence absolue de la ligne considérée. 

D'un autre côté, la surface polaire relative à une ligne sphé^ 
rique quelconque se réduisant à un cône dont le sommet est au 
centre de la sphère , et ayant pour base sur celle-ci la dévelop- 
pée sphérique de celte ligne , d'après les Théorèmes II et IV, 
l'angle de deux génératrices consécutives de ce cône, ou l'angle 
de torsion de la ligne considérée, est mesuré par l'arc élémen- 
taire de la développée, qui est lui-même égal à dB. On a donc , 
jtour le rayon de seconde courbure , 

ds d^ d9 % 

Â dr ds 7-, 

et si Ton a égard à cette relation, en différentiant Téquation {6) 
par rapport à 5, il vient 

e/r, ^ d^ cosÔ 

—- =:cosd. -r== i 

ds ds r. 



ou 



dr\ 

T'a. — - = COSO, 

as 
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dont la combinaison avec Téquation (5) fournit, par Télimina- 
tion de 0, la relation découverte par M. J.-A. Serret, entre les 
rayons de première et de seconde courbuce d'une ligne sjhé^ 
tique ^ 

(7) '' + '-Kè)' = '- 

Enfin , si Ton considère , en même temps que la ligne pro- 
posée /, sa développée spbérique /', on a déjà vu que Tare élé- 
mentaire de cette dernière mesure Tangle de torsion de la pro- 
posée, et Ton aperçoit aisément que son angle de contingence 
géodésique est égal à F angle de simple contingence de la pro- 
posée : 

et si Ton divise ces équations membre à membre , on trouvera 
pour le rayon de courbure géodésique de la développée 

Celle équation peut s'écrire 



'•t 



/QM sind %\tkaa' 

tango' Xadï^a' a" 



dy a\ al^ désignant trois points correspondants de la ligne pro- 
posée, de sa développée et de la développée de celte dernière ; 
Fig. 17. et comme le triangle rectangle fla'a''four- 

a nit la relation 




cota aa =z 



tangfl'fl" 



on a 



rj= col «'««". 



Ainsi , en chaque point d*une ligne sphériquey le rayon de 
seconde courbure est mesuré parla tangente trigonométrique 
de r inclinaison , sur cette ligne, , de Varc de grand cercle qui 
joint le point considéré au centre de courbure sphérique cor-^ 
respondant de la déx^eloppée. 
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25. Théorème V. Une ligne sphérique dont la première 
courbure {courbure absolue^ ou courbure géodésique) est coU" 
stante^ est un petit. cercle de la splière» 

Démonstration. Le rayon de première courbure étant con- 
stant, il résulte de ]a formule (6) que T inclinaison du plan 
osculateur de la ligne considérée sur Je plan tangent à la sphère 
est aussi constante : donc, le plan osculateur de cette ligne est 
un plan fixe , et cette ligne est un petit cercle ] ou bien le plan 
osculateur roule sur une sphère concentrique à la première , et 
d'un rayon égal à cos6. Mais, dans cette seconde hypothèse, 
rintersection de deux plaus osculateurs successifs serait tan- 
gente à la sphère intérieure, et Ton sait, au contraire, que 
cette intersection est tangente à la ligne considérée et, par suite, 
à la sphère extérieure : cette hypothèse est donc inadmissible , 
et le théorème se trouve établi . 

26. La détermination de la ligne sphérique dont la seconde 
courbure est constante , présent^ de plus grandes difiScnltés. 
La représentation sphérique de r,, que nous avons indiquée 
dans le n^ 24, conduit cependant à une propriété de cette ligne, 
qui peut être utile pour sa définition ultérieure : à savoir que 
le grand cercle joignant un point quelconque de cette ligne' 
au centre de courbure sphérique correspondant de sa déve-* 
loppée , coupe la ligne proposée sous un angle constant. 

n résulte encore de la définition même de cette courbe et des 
liaisons qui existent entre une ligne sphérique quelconque et 
sa développée, que un arc quelconque de la courbe est pro^ 
portionnel à V arc- correspondant de sa dév^eloppée sphérique. 
Cette propriété , ou la relation équivalente 

sind 

--, = constante, 

tangO' 

se transforme , à la limite, quand le rayon de la sphère aug- 
mente indéfiniment, en celle-ci 

T = constante, 

P 

p et p' désignant les rayons de courbure de la courbe plane 
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transformée et de sa développée; et cette éc|uation représente 
une spirale logarithmique. Or, la loxodromie sphérique se 
transformant aussi en une spirale, dans les mômes circon- 
stances, la possibilité de Tidentité de ces deux lignes sphéri- 
ques résulte de cette analogie. Mais nous verrons un peu plus 
loin que l'expérience contredit cette induction , et que la ligne 
sphérique dont la seconde courbure est constante n'est pas 
une loxodromie. 

Observation, On vient de supposer que n la relation 

-= constante ayant lieu entre les rayons de courbure cor- 

œspondants d'une ligne plane l et de sa déi^eloppee 1', cette 
ligne est nécessairement une spirale logarithmique. Celle 
proposition, que nous aurons d'ailleurs à employer dans la 
suite, peut être établie en quelques mots de la manière sui- 
vante : 

Si l'on désigne par a^ a\ a!\ trois points correspondants de 
la ligne /, de sa développée V et de la développée V^ de celte 
dernière, la relation donnée exprime d'abord que Thypoté- 
nuse aa^' du triangle aa* a" coupe la ligne / sous un angle 
constant. D'ailleurs Içs éléments correspondants des deux 
lignes /, /' étant, par suiie de la même relation, dans un 
rapport constant, les lignes /, /' sont semblables, leurs élé- 
ments homologues étant rectangulaires. Enfin la ligne V étant 
semblable à la ligne l est , comme celle-ci , semblable à sa 
développée V\ les éléments homologues de ces deux ligues étant 
encore rectangulaires. Il en résulte que les lignes /, l" sont 
semblables entre elles et semblablement placées. Donc la 
droite ^a", qui joint deux points homologues de ces lignes et 
qui coupe déjà la ligne / sous un angle constant, passe par un 
point fixe o, centre de similitude de ces lignes ; et la ligne / 
est une spirale logarithmique. 

27. Théorème VI. Toute hélice sphérique est une déi^elop- 
pante d'un petit cercle de la sphère» 

Première démonstration. Pour que la ligne considérée soit 
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une hélice sphérique, il faat et il suflBt, diaprés un théorème 

dû à M. Bertrand , et que nous établirons plus loin , que le 

/• 
rapport de ses deux courbures ~ demeure constant, on, 

d'après la formule (8), que le rayon de courbure sphérique Q' 
de la développée demeure constant : ce qui exige que cette 
développée soit un petit cercle, la courbe considérée étant dès 
lors une développante de ce petit cercle. 

Deuxième démonstration. On peut parvenir autrement à 
ce résultat en remarquant que la courbe formée par les extré^ 
mités des arcs de grand cercle tangents à une ligne sphérique 
quelconque, et ^aux à des quadrants, peut être regardée 
comme le lieu des extrémités des rayons de la sphère parallèles 
aux tangentes de cette ligne : si donc cette dernière est une 
hélice, la courbe auxiliaire sera un petit cercle de la sphère. 
Or, on reconnaît aisément que la développée sphérique de la 
ligne primitive et la courbe auxiliaire sont, dans le cas gêné-* 
rai , deux lignes supplémentaires, aysmt par suite même déve- 
loppée; et comme, dans le cas actuel, la développée de la 
courbe auxiliaire se réduit à un point, il en est de même de la 
développée seconde de Thélice sphérique, et la première déve- 
loppée de cette ligne se réduit à un petit cercle de la sphère. 

C. Q. F. D. 

Enfin, on parvient encore à ce résultat par les considéra- 
tions ordinaires, en remarquant que la surface polaire relative 
à la ligne cherchée est un cône concentrique à la sphère, et 
ayant pour base sur cette dernière la développée sphérique de 
celte ligne. Or la ligne considérée étant une hélice, le cône, 
qui en est la surface polaire, est de révolution; et sa base sur 
la sphère, ou la développée sphérique de Thélice, est un petit 
cercle. 

28. Expressions diverses du rayon de courbure géodésique 
d'aune ligne sphérique. 

i). Soit une ligne sphérique quelconque aa^ dont chaque 
point est défini par sa distance sphérique p à un point fixe A, 
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pris sur la surface de la sphère, et par l'angle o) que le grand 

cercle qui mesure celte distance fait avec le grand cercle 

Fïg. i8. fixe Ax. Menons les rayons vecteurs sphë- 

riques Aa = p, Âai =s p + dp^ ainsi, que 
les arcs de grand cercle at , ai t tangents 
à la courbe en a , Aj ^ décrivons, du point 
A comme pôle, l'arc de petil cercle a a et 

menons les rayons ca, ea, de ce cercle; 
désignons enfin par V et V+ d\ les an- 
gles aigus sous lesquels les arcs A a, A^i coupent la courbe 

en A, ai ; et par don l'angle a A ai ou son égal acoL» 

Le triangle aa ai, rectangle en a, donne d'abord pour l'arc 
élémentaire de la ligne considérée 




(«) 



ds = y </p -h d<d sin^p ; 



la substitution de la portion de zone Aaa au quadrilatère 
spfaérique Aata^ et Tévaluation directe de l'aire de ce dernier 
fournissent ensuite Tégalité 



(ï — COSp) rfw =rfw -+-flfV — €g^ 



ou 



[b) <"^ = rfV-+-é;fû),cosp. 

Cela posé, si Von prend d'abord V angle w pour variable in-- 
dépendante, on aura, comme on sait, ^ 

tang V = sin p : -r^ =r sin p : p', 



d*où 



dY p'2 cosp — p" siflp 



da^ 



sin'p 



Cette valeur, substituée dans la formule (b), donne la valeur 
du rapport -^^; et comme la formule (a) fournit l'expression 



6) 

ds 



du rapport -7-» en divisant ce rapport par le précédent on 



dvi 
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trouve enûn 



ds 



(sin'p^-p'') 



/a\» 



(q) r. = tang = — :=r 

•^ ' Cg cosp.sin'p H- 2p"cosp •— p'sinp 

Supposons, en second lieu, que l'on prenne Varc s pour 
'variable indépendante, on aura dans le triangle aaa^ 



d'où 



coaV 

ds 



-57-P' 



tr 



On déduit d'ailleurs de la formule (a), 

aj sinp 

et si l'on porte ces valeurs dans l'équation (6) , préalablement 
divisée par ds^ on trouve 



(9') 



sinpv^i — p" 

^ ^ (i — p'')cosp — p"sinp 



2). Enfin, en désignant par/? Tare de grand cercle abaissé 
de Torigine des rayons vex^teurs sur Tare tangent au point a 
de la ligne considérée, et regardant p et p comme formant 
un système particulier de coordonnées, on a, en généralisant 
une formule d'Euler, 



(9") 



sin p . dp 
r, = lange =-j-i;—ï.. 





Pour établir cette formule le plus simplement possible, sub- 
F»S- '9- stituons à la courbe considérée son cercle 

osculateur en a , dont le pôle est a' •, me- 

a' E r^".'-' JK nous A a', posons aa'=:=6 et Ka' =.(x. 

Le triangle rectangle Kpa donne 

sin/? == sin p. sin A ^/? = sinp co^A^a'; 
et si Ton substitue celte valeur dans la formule 




ces a = cosO.cosp H- sin d. sin p. cosAflr/ï', 
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fournie par le triangle Kaa\ il vient 

cosa = cosô.cosp +sinG.sin/7 ; 
ou 

cosd.$inp.e/p= sin9.</siD/>, 

ce qui est la formule énoncée. 

On peut encore établir directement cette formule en ^bais- 
sant les arcs hp^ Kpx , perpendiculaires sur les arcs tangents 
en a , ^1 , et dont le second rencontre en q Tare tangent en a , 
de manière quepiÇ^^dp. Les triangles infinitésimaux Aaai , 
apiÇ^ et le triangle rectangle Apa fournissent les relations 

dû I sïnapi sinûp 

cosV e^ piq dp 

. "^ • „ sinp sinV „ sinp.cosV 

sinap= tans 17 • cot V =r - — • cet V = — 9 

cosp . cosp 

^ 1 

ê 

dont la multiplication membre à membre donne, après sim- 
plification , la formule cherchée 

ds sm p . rfp sin /» ,dp 

Cg cosp. dp d.sinp 

Remarque /. La fornîule (9) ne diffère que par la notation 
de Tune des formules données par Gudermann sur cette ma^ 
tière [Grundriss der analytischen Sphàrïk, page 34). 

Remarque II, La formule (9'') suppose que l'origine des 
rayons vecteurs soit située du même côté que la ligne sphé- 
rique elle-même, par rapport au grand cercle tangent à cette 
ligne au point considéré. Elle devrait s'écrire 

(9") ,_ tango = -!i^^ • 

dans le cas contraire. 

29. j4ppîication des formules précédentes à ^V ellipse et à 
la loxodromie sphériques, 

1). Supposons d'abord Y ellipse sphérique rapportée à son 
centre o\ et concevons l'ellipse plane également rapportée à 
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son centre, qui en est la perspective sur le plan tangent en o, 
le point de vue étant au centre de la sphère : la considération 
de cette dernière, si utilement employée déjà par M. Borgnet, 
dans son excellent Essai de géométrie analytique de la sphère 
(Tours, 1847)9 devant nous dispenser de tout calcul nouveau, 
par l'emploi des formules Jbien connues relatives à Tellipse 
plane. L'équation de celle-ci, suivant les coordonnées particu- 
lières r et py est 

a, &, r et p désignant les demi-axes de Tellipse plane, ou les 
tangentes trigonométriques desdemi*axes deFelIipse sphérique^ 
le rayon vecteur d'un point quelconque de la courbe, et la dis- 
tance du centre à la tangente en ce point. On aura donc, pour 
l'ellipse sphérique raj^ortée aux coordonnées analogues pei pj 

Téquation 

tang '/?(«' -H- ^' — tang'p) = a' 6% 

ou 

(c) sin'/>(û»A'4- û»-4- b^ — tang*p)=;fl*^' : 

de là, en différentiant et appliquant ensuite la formule (9''}, 

dp 

(a^ b^ + a"^-^ b^-^ tang'p ) rf. sîn /t? — sinp , langp . — y- = o, 

vOS p 

sinp.^p ( a^ ^' -4- «* -I- ^' — tang^p) ces*/? a^ b^ cos^p ^ 

d.sïnp sinp sin^p 

COS^ 

(10) /--zirtangOsirrt'^'.-r-r-- 

A l'extrémité de l'un des axes, de l'axe a a, par exemple, la 

formule devient 

_ b' _ tang' p 

^' * a tang a 

2). Supposons, en second lieu, V ellipse sphérique rap" 
portée à l'un de ses foyers f , pris pour origine^ et clierchons 
d'abord son équation entre les coordonnées p et p. 

On a 

fin/' 
sm/; = sin p . sm V = sin p . cos i = sin p ces 5 
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y et / désignani les angles complémentaires que forme le rayon 

vecteur//» avec l'arc tangent et l'arc normal en m : le trian- 
gle ^tti/^ donne d'ailleurs la relation 



. .. fmf^ . / sin(a-4-7)sin(« — 7) 

sm V = ces = \ / : : — ; 

(^j ; 2 V sinpsmp' 



=v 



sin(a-|-7)sia(ot — 7) 



sinpsin(2a — p) ' 
et l'on en déduit, pour l'équation de l'ellipse, 

(e) sin'/? = ain(a-t-7)sin(a — 7). -T— ;^ — ■ r» 

'^ ^ ' ^ ' sm(2a — p) 

le grand axe et F excentricité de la courbe étant représentés 
par 2 a et 27. 

DifTérentiant celte équation, et ayant égard à la formule (9'') , 
il vient d'abord 

ZL%\np.ds\ïïp = sin (a 4- 7)510 (a — 7) 

sin ( 3 a — p) cosp -f- sm p cos( 2 a — p ) 

^ 6in^(2a — p) ^ 



sin 2 a . sid (a -h 7) sin (a — 7) 
t=z . .. ;; • «p» 



sîn'(2à— »p) 

sinp.^p 2sinpsin/7sin'(2a — p) 

^ ^~ d.sinp sin 2 a. sin (a 4-7). sin (a — 7) 

De là enfin ) en remplaçant smp par sinp sinYy et utilisant la 
formule (d), 

. „ sin'(a-f7)sin'(« — 7) 

2 sm V . ^ \— — — >■ .11 

2sinV.sin'p.sin'(2â( — p) sin*V 

longô s= ^ ^ =; ■ ■ ■ . — 

sin 2 a sin (a H- 7) sin (ûi— 7) sin2a.sin(0i + 7) sin (a — 7) 

oti 

/. \ * A 2sin(a-h7)sin(a — 7) i 

(II) r^ == tang 6 = -— i jLl V ii.^---. 

sin 2 a sm* V 

On peut d'ailleurs introduire dans cette formule l'arc nût-^ 
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mal mn= N terminé à l'axe focal fj^> Car si l'on désigne 
par n là bissectrice de l'angle intérieur m d'un triangle recti^ 
ligne fmj\ par r et r' ks côtés adjacents^ on démontre aisé- 
ment cette formule 

n n m 

--+.- = 2005;- -, 
r r 2 

et en regardant ce triangle comme la perspective sur le plan 
tangent en m du triangle sphériqueyjw/', on en déduit pour ce 
dernier 

tangN^_tangN_ .^^^ 

tangp tang(2a — p) 

d'où, par des transformations successives, 
tângNsin(p -h 2a — p):=tangN sin a a = 2sinVsinp siD(2a>-*p) ; 
ou, en multipliant par sinF et remarquant que 
' sinpsiû(2a — p) sinW = sîn (a H- 7)sin(a — 7), 

d'après la formule (rf) , 

' ^^ . „ 2sin(a-f- 7)sin(a — 7) 

tangN,sinV=:— — ^^ r^ ^ r-^ 

^ . sin 2 a 

qui, combîpée avec la formule (n), nous donne enfin 

, . ^ tancN tancN 

^ ' ^ sm^V cos'/ 

Rémarque L Le produit tang N . sin V étant constant^ il ré- 
sulte de la formule (ix) que le rayon de courbure géodésiquc 
en chaque point d'une ellipse sphérique est proportionnel au 
cube de la tangente trigonom étriqué de la portion de F arc 
normal à la cpurbe en ce point ^ terminé à taxe focal. 

Remarque 7/. La formule (12} démonim immédiatement 
cette construction du centre de courbure géodésique de l'ellipse 
sphérique, à laquelle j'' étais parvenu par d'autres considéra- 
tions (*} : Parle point de rencontre de Varc normal et de 



(*) Ùrs Méthodi'S ^n Oéontèiiict pAfjeg^. (Mallot-fiactieïicr, \Sx^.) 
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l'axe focal ^ et perpendiculairement au premier y mener un 
arc de grand cercle terminé au rayon vecteur gui joint Vun 
des foyers au point considéré; et élet^er, par son extrémité^ 
un arc de grand cercle perpendiculaire aa rayon vecteur et 
rencontrant Varc normal au point cherché, 
3). La ligne aa^ étant une loxodromie ayant pour pôle Tori- 

gine des rayons vecteurs, on a, entre le rayon vecteur Aa = p 

d*un point quelconque de la courbe et Tare A.p = p, perpen- 
diculaire au grand cercle tangent en a^ la relation 

(/) sîny:>=:r sinp.sin V , 

d'où 

^.sin/7 == sinV.cosp.^p, 

puisque, par la définition même de la courbe, Tangle V est 
constant; et Ton trouve, en appliquant la formule (9''), 

(i3) tung9=rî^, 

ou 

cosAflfrt' = tangA./i.cotr//z'; 

a' étant le centre de courbure géodésique de la loxodromie 
en a {voir la figure de la page 4^). Il résulte de cette formule 
que le triangle a Ââ' est rectangle en A, de sorte que le centre 
de courbure géodésique y en chaque point de la loxodromie^ 
s^ obtient par la même construction que le centre de cour- 
hure de la spirale logarithmique qui en est la projection sté» 
réographique. Mais là s'arrête d'ailleurs l'analogie entre les 
développées plane et spbérique de ces deux lignes. Car si le 
triangle aAa', rectangle en A, est supposé rectiligne, Tangle 
kaa^ étant constant, il en est de même de Fangle Aa'a, qui 
est précisément égal à V ; et de là résulte Tidentité de la spirale 
et de Sa développée. Mais si ce triangle est spbérique, F angle 
\aa' étant constant et le côté Aa variable, Tangle Aa'a ne 
saurait être constant; et, par suite, la développée spbérique de 
la loxodromie n'est pas soumise au même mode de construc- 
tion que cette ligne elle-même. 
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Si Ton abaisse encore A/?' perpendiculaire sur aa ,'on aura, 

en posanl Aa' = p', Ap^ =zp\ et désignant par 6' le rayon de 
courbure géodésique en a' de la développée de la loTLodromie, 

., sinp'.i// 
tangô'=---ÎV-7-; 

mais on trouve aisément sur la figure 

sin p = taug p' . tang V, sin/>' = sîd p . cos V, 
d'où 

(f ) sin/?' = sin V . tang p' ; 

de là , en dilTérentiant et substituant dans Texpressioii de 

tang 6', 

sinp'.ro9*p' sinô.cos'p' 
^ smV tangV 

ou encore 

'^^ ~" tang? ^ côsy ' 

ri désignant [i;air page 87, formule (8')] le rayon de seconde" 
courbure de la loxodromîe. Il résulte de cette dernière formule, 

dans laquelle — j-> est un nombre variable, cette conséquence 

négative déjà annoncée ( t;o/r page 38, n° 20) que la ligne 
sphérique dont la seconde courbure est constante n^est pas 
une loxodromîe* 

iïi. 

bes enveloppes sphériques. 

30. De V enveloppe sphéjique d\ine série d*arcs de grand 
cercle passant par les différents points d^une ligne donnée , 
et coupant cette ligne sous un angle qui demeure constant^ 
ou qui'varie suivant une loi donnée. 

Soit I le point d'intersection de deu^ arc» de grand cercle 
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^9 



infiniment voisins ai^ a^i^ coupant sous les angles a et a-i^da 

la ligne sphériqueaai. Menons les ans de 
grand cercle tangents à cette ligne en a, 
âi, se coupant en t et formant en ce point 
un angle aigu qui est T angle de contint' 
gence géodésique e^ de la ligue aui dont 
nous désignerons l'arc élémentaire par ds. 
Le triangle infinitésimal iaai donnant la 




relation 



I : 



fis . sin a 



sin ta 



on voit que la position du point i sera déterminée si Ton par- 
vient à une seconde expression de Tangle /• Or il suffil, pour 
la trouver, de recourir à une méthode déjà employée) en assi^ 
milant d'abord le quadrilatère sphérique iata^ à une portion de 
zone , et en évaluant directement ensuite Taire de ce quadrila-^ 
1ère. On obtient ainsi l'égalité 






ou 






da 



oosra 



dont la comparaison avec la relation [a) fournit la formule 
cherchée 



(t4) 



tang ai = sin a . 



ds 



Cg-^ da 



Si Ton suppose , en outre , que par lés mêmes points de la 
ligne aat on mène de& arcs de grand cercle perpendiculaires 
aux précédents et se coupant en u, on voit aisément que la po- 
silion-limite de leur intersection est donnée par la formule 



(t5) 



tangua = co$a 



ds 



eg-{- da 



A /-\. 



^ei da ayant les inèmes valeurs numériques et le même signe 

4 
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que dans la formule (i) : nous ferons dans la suite un usage 
irès-fréquent de ces formules. 

Examinons , en particulier, le cas où les arcs ai coupent la 
ligne aai sous un angle constant : rla sera nul dans la for- 
mule (14)9 — représentera la tangente trigonométrique de 

Taré aa[ normal à la ligne donnée et terminé à sa développée ; 

et Ton aura 

tang a/ = sin a . tang âra'^, 

ou 

tangâf = tang aa' . ces iaa'y 

qui démontre que le triangle iaa! est rectangle en 1. Donc, si 
par chacun des points d'une ligne sphèrique on mène un arc 
de grand cercle coupant cette ligne sous un angle constant^ 
le point oit tun de ces arcs touche son enx^eloppe s^ obtient en 
abaissant 9 du centre de courbure géodcsique correspondant 
de la ligfte proposée^ un arc de grand cercle normal à F arc 
considéré. On a, comme on sait, une construction analogue 
pour les courbes planes (Réaumur) ^ et la détermination du 
centre de courbure géodésique de la loxodromie présente une 
application inx^erse de cette construction. 

31 . De r enveloppe sphèrique d'une série d*arcs de grand 
cercle^ dans le cas oit chacun de ces ares est défini par deux 
de ses points. Rayon de courbure d*une roulette sphèrique ^ 
applications dii^erses. 

Soit aba' un arc de grand cercle mobile , et supposons que 
son mouvement sur la spbère à laquelle il appartient soit défini 
par les mouvements simultanés de deux de ses points a et £, 
qui décrivent dans le même temps les arcs trè»-petits aa^ et 
bbi : Tare mobile occupant dans T instant suivant la posi- 
tion aibi. La limite dû point d'intersection a' des deux arc» 
infiniment voisins afe, «i^i, c'est-à-dire le point où Tare mo- 
bile ab touche son enveloppe, s'obtiendra (comme dans le cas 
analogue du problème relatif â l'enveloppe plane d'une droite 
mobile) par la comparaison des triangles a'aai, a^bbi : ces tri- 
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angles donnent, en effet, 



/\ 



d'où 



aay.sîna 
sina'a 



sm a' a 



a' 



■ «■ * 

sin fl' b 



aa, sma 



sïna' b bbi sinb 



Considérons d'une manière spéciale la roulette sphéritfue 
0^1 engendrée parle point a invariablement lié à la ligne Vb\ 
qui roule sur la ligne fixe bby \, la ligne fixe, la ligné et le point 
mobiles apparteilant à une même sphère : et regardons les lignes 
fixe et mobile comme des polygones spbériques de côtés infini- 
ment petits et égaux deux à deu^ \ Tangle extérieur de deux 
côtés consécutifs de l'un de. ces polygones pouvant être pris, à 
la limite , pour Fangle de contingence géodésique de la ligne 
correspondante. 

Cela posé, les. deux polygones* étant actuellement en contact 
suivant les éléments b^b^ b\ b\,, le mouvement de la figure mo- 
bile dans l'instant suivant consistera en une rotation s'effec* 

Fig 2j, tuant autour du diamètre oÀ, 

et en vertu de laquelle le 
point mobile décrira un pe- 
tit arc de cercle aûi, ayant 
pour pôle le point b ; Fangle 

décrit ûiai étant égal à Oibb\ , 

par suite, en posant ba==^p^ 
bb^ = Ub\ =ds^ et désignant par r^, r^ les rayons de cour- 
bure géodésique en J, ^ des lignes fixe et mobile, on aura 




c'est - à - dire à e^ ± e^ 



Vg ^s J 



d'oij 



ou 



m 



bb, \rg 7^ 



smp. 



On voit d'ailleurs que les arcs ab-, a^b^ sont normaux à la 
roulette en a^ Ux) et que, ces deux arcs allant se couper au 

4- 
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point d ^ la lioiilc de aa' est le rayon de courbure sphérîquc 
de la roulette en a : nous le désignerons par 0, et nous appel- 
lerons V rinclinaîson de l'arc ah sur la ligne fixe ftij. Or, la 
comparaison des formules (&) et {V) donne, en remplaçant 
sinrt par i et sini par sinV. la formule cherchée 

sine ^/'±'' V'"P^ 
^ *f sin(e — pj \r^ rg ) sinV 

dont nous allons faire quelques applications. 

i). Que l'on considère en particulier la cycloïde sphèrique 
engendrée par un point de la circonférence d'un petit cercle 
de rayon sphèrique R roulant sur un grand cercle de la sphère: 
on aura d'abord , en posant r^ =±= oo , r^ = tangR, 

sinô " sinp 

sin(e — p) sinV. tangR 

Si l'on abaisse ensuite du pôle du petit cercle un arc perpen- 
diculaire sur le rayon vecteur p et divisant ce rayon en deux 
parties égales, on aura dans le triangle sphèrique résultant 

sinV^s cotR.tang^» ou siny.tangR = tang- : • 

d'où, en substituant dans la formule précédente, 

sin & sin p o 

. , ^ -, = , ' = 1 ces' -4- := I -h ces p. 

sm ( — p ) p 2 ^ 

^ ^ ' tang ^ 

On déduitde cette dernière 

sinp (i -4- Gosp) 

tango = ^ i-^. 

I — cosp — cos'p 

Cette formule a déjà été donnée par Gudermann [Grundriss 
der analytischen Sphàn'k, p. 46), mais sans construction; et 
sous sa forme actuelle elle en paraît, en effet, peu susceptible. 
Toutefois, si Ton calcule au moyen de cette formule la valeur 
de iang(6 — p), on trouve; toutes réductions faites, cette 
équation très-simple : 

(xy) tang (0 — p) = sinp, . 
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qui conduit à la construction suivante : Sur le rajon vecteur 
sphérique p, qui joint le point décrispant au point de contact 
actuel du cercle mobile sur le grand cercle fixe, construire 
un triangle rectangle dont l'angle droit soit adjacent au 
point de contact, Vangle adjacent au point décrivant étant 
de 45 degrés^ et rabattre le second côté de F angle droit de 
ce triangle sur le prolongement du premier j rextrémité de cet 
arc rabattu est le centre de courbure sphérîque.de la cycloïde, 
au point considéré. 

2). Considérons encore, avec Bernoulli et Clairaul, Pépi- 
eycloïde engendrée par un point d^un grand cercle de la 
sphère roulant sur un petit cercle fixe. 

Le lieu des intersections successives du grand cercle mobile 
est ici, abstraction faite du petit cercle directeur, un petit 
cercle symétrique du premier par rapport au centre de la 
sphère; et, comme le grand cercle mobile représente, dans 
l'une quelconque de ses positions , le grand cercle normal à 
Tépicycloïde ou le grand cercle tangent à sa développée, on 
voit que cette développée est un petit cercle de la sphère : et 
l'épicycloïde elle-même, d'après un théorème démontré, est 
une hélice sphériquc dont Vaxe est perpendiculaire au plan du 
petit cercle directeur, c'est-à-dire une courbe rectifiable ^ 
comme toutes les hélices. On retrouve ainsi, mais d'une ma- 
nière intuitive, et en donnant un nom à la courbe, le seul 
cas, déjà rencontré par Bernoulli et Clairaut , où une épicy- 
cloïde sphérique soit rectifiable (3Iémoires de V Académie des 
Sciences^ 1732). 

3) . Problème. Tromper sur la sphère la ligne dont le rayon 
de courbure sphérique est double de l'arc normal terminé à 
un grand vercle fixe. 

Regardant, à cet effet, la courl^e cherchée comme une rou- 
lette décrite par un point a invariablement lié à une courbe, 
de nature inconnue, et qui roulerait sur le grand cercle fixe 
dont il s'agit, nous ferons dans la formule (B) 
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et il viendra 

sin2p I sinp i sin*p -, . , sin*p 

r-- — ' = -T ' -^-h == -r ' ~r-^ ? à Où r^zzz ^ — - , 

sinp Fg smV r^ sin^ ^ 2Cosp^in/> 

dont la comparaison avec la formule générale r^ = -r— ^ — ^ 

fournit enfin l'équation différentielle de la courbe auxiliaire 
cherchée, 

• — 

ûïio.dù sin'p ico%ù.dù d,sinp 

■ = = j ou r* ^ = — r- — ^ % 

d.ainp acospsin/? sinp sin/> 

d'où . 

sin'p=r Gsin/?, 

ou 

(ofj) sinp=:CsinV. 

Si Ton rétablit dans cette formule Tindétermi nation de Tu- 
ni té de longueur, et si Ton suppose ensuite que le rayon 
de la sphère augmente indéfiniment, elle devient à la limite 
p = C'sinV et représente une circonférence passant par l'ori- 
gine des rayons vecteurs. La courbe correspondante sur la 
sphère est beaucoup moins, simple, et son équation en p et (ù 
ne peut être obtenue en termes finis que dans le cas où la 
constante C est égale à l'unité, auquel cas on trouve 



''('^'"ei-a)*'^'^'- 



4). Problème de Cardan sur la sphère. Trouver la ligne 
sphérique qui en roulant sur un petit cercle donné engendre^ 
par un de ses points, ou par un point qui lui est lié invaria- 
blement^ un grand cercle de la sphère. 

Si on modifie la figure sphérique déjà employée, de manière 
que les lignes sphériques fixe et mobile soient dans les mêmes 
relations de position que les deux cercles du théorème de 
Cardan, on aura l'équation 



sinO 



— ] \ r„ /•„ / SI 



sinp , 



sin(0 — p) \r'g . rgl smY' 
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Faisant dans cette équation = -,0 — p = p, et résol- 

vant par rapport à -, ? il viiçnt 

m 

I I sinV I sin;^; 



tg Fg sinp.cosp rg sin^pcosp 

fg désignant le rayon de courbure géodésique du cercle fixe, 
Vg la grandeur analogue pour la ligne mobile cherchée ; et jd et 
p les ccrordonnées, déjà employées, d^un point quelconque de 
cette ligne, prises par rapport au point décrivant, considéré 
comme origine. Si Ton remplace enfin dans la dernière for- 
mule -7- par -r^ — ^1 on obtient cette équation différentielle de 
r^ ^ smp.rfp ^ 

la courbe cherchée 

d.sinp sinp i 

• I ^ -il. •— ■■ ^ ' '"—. «^j 

siop.âfp sin'p.cosp r^ 
que l'on peut écrire 

4y X — I 

^l_ ^ 1. ::= • 

d.v x(l'^:r^) Fg 

en posant 

sin/? = r, cosp = X. 

Or, cette dernière équation étant linéaire^ on trouve en l'in- 
tégrant 

et Ton en déduit ceile première équation de la courbe cherchée 

[Xi) siD/?= — 2^-4-Clangp. 

Dans le cas où la sphère se transforme en un plan, on a 

et, en supposant nulle la constante C , 

n 
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qui représente un cercle décrit sur l'un des rayons r du cercle 
fixe comnilB diamètre» II en résulte que le théorème de Cardan 
renferme seuletnent une solution particulière du problème 
général. 

Supposant pareillement nulle la constante C de réquation 
(xs) relative à la sphère, il vient 

. ^,. sin^p sin^û sin^P ,. , . « 

' r|cos'p sm'p-hp* r^cos*p ^ • r r 

ou 



yr^cos^p — sin^p 

dont l'intégration ne peut s'effectuer algébriquement. 

Si Ton suppose que la base de la roulette soit un grand 
cercle, ou, si l'on pose r^ =;: oo dans la formule (x,) , elle de» 
vient 

(x\) sin/? = Clangp. 

SI la constante C est inférieure à T unité, cette équation repré- 
sente la développée sphérique d'une loxodromie [t;o/r page 44? 
formule (/')]• Et la courbe qu'elle représente, dans lé cas le 
plus général, se transforme en une spirale logarithmique quand 
le rayon de la sphère augmente indéfiniment, 

5). L'élégante méthode à Taide de laquelle M. Bresse a pu 
résoudre d'une manière complète le problème de la construc- 
tion du rayon de courbure , pour une classe très-étendue de 
courbes mécaniques planes, repose, abstraction faite de toutes 
considérations de cinématique, sur ces deux théorèmes de géo- 
métrie^: 

Dans le moui^ement d'unejigure plane ^ et à une épo/fiie' 
quelconque de son mouifement ^ 

1*^. Les centres de courbure des lignes cnifeloppées par les 
diverses droites de la figure mobile^ aux points où ces droites 
les touchent actuellement ^ sont distribués sur une première 
circonférence^ passant par le centre instantané actuel de 
rotation^ et tangente à la ligne décrite pxir ce centre; 



' 
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2®. Xe5 points de la figure mobile dont les trajectoires ont 
actuellement un rayon de courbure infini^ sont également 
distribués sur une seconde circonférence^ symétrique de la 
première^ par rapport au centre instantané de rotation. 

Le mouvement d'une figure sphérique sur la sphère à laquelle 
elle appartient, présente-t-il des propriétés analogues? 

Cherchons d abord, pour répondre à cette question, le lieu 
des points de la figure mobile qui décrivent actuellement des 
arcs de grand cercle , ou dont les trajectoires ont actuelle- 
ment un rayon de courbure géodésique infini. Il suffit pour 
cela de faire 

If 
9=~î sinO=i et sin{G — p)=rcosp, 

dans la formule (B)-, et Ton trouve ainsi, en remplaçant V 
parw, 

[xA siopcosp = Csinw, C = - = -;-9 

' ' • I a w 






1 

pour équation de la courbe cherchée, qui n'est pas un cercle 
comme dans le plan, mais bien une courbe du troisième degré 
représentée, suivant le système de coordonnées deGudermann , 
par cette autre équation 

[x^) (tang'Ç -H tang'»)(i — Ctang>i) — CUng»? = o. 

En second lieu, il est facile de voir que. sur la sphère il 
n'existe plus , comme dans le plan, une courbe spéciale lieu 
géométrique des centres de courbure sphérique des lignes enve- 
loppées par les divers grands cercles de la figure mobile -, et 
que ces centres peuvent couvrir la sphère tout entière : le 
centre de courbure de la ligne enveloppée par un grand cercle 
quelconque coïncide , en effet , ayec le centre de courbure de 
la trajectoire décrite par le pôle de ce grand cercle , et les cen- 
tres de courbure des diverses enveloppes sont, par suite , dis- 
séminés d^^une manière quelconque sur la sphère, exactement 
comme les centres de courbure dçs trajectoires correspon- 
dantes, ■ ' ■ 
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Néanmoins, si Ton sait qu'un grand cercle de la figure mo- 
bile tourne autour dVn point fixe, son pôle décrivant un grand 
cercle , on connaîtra un point de la courbe 

sin p cos p = G sin w , 

qui est complètement déterminée par la connaissance de trois 
de ses points , et que Ton pourra utiliser, quoique avec beau- 
coup moins d'avantage que la circonférence qui lui correspond 
dans le plan , pour la construction du centre de courbure sphé- 
rique de la trajectoire d'un point quelconque de la figure mo- 
bile. 

Remarque I, Si on pose, dans la formule (B) ('vo/rpage Sa), 

d'où 

sin (0 — p ) = I et sin ô = cos p, 

on trouve Téqualion 



«n w = f — ± — j tangp : 



elle représente une «llipse sphérique, capable d'un angle 
droit y et dont Vaxe hypoténuse est normal à la ligne des cen- 
tres instantanés de rotation ^ et cette ellipse d'ailleurs est h 
lieu géométrique des points de la figure mobile dont les cen- 
très de courbure des trajectoires sont situés à 90 degrés du 
centre instantané de rotation, La courbe actuelle présente 
donc des analogies géométriques plus intimes avec la circonfé- 
rence, lieu des points sans accélération centripète, employée 
par M. Bresse*, et se transforme aussi en cette circonférence, 
quand le rayon de la sphère augmente indéfiniment. 

Remarque II. Les points de la' figure mobile situés sur 
r ellipse sphérique^ capable d^un angle droit ^ et ayant pour 
axe Ivypoténuse le rayon de courbure sphérique de la ligne 
mobile, ont leurs centres de courbure sphérique distribués sur 
une seconde ellipse ^ de même nature que la précédente^ et 
ayant pour axe h rayon de courbure sphérique de la ligne 
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fixe : en appelant ligne fixe la courbe des centres instantanés 
de rotation , et ligne mobile la courbe qui , en roulant sur la 
première, produirait le mouvement considéré de la figure pri- 
mitive. 

IV. 

Sur divers usages du principe de dualité qui résulte , sur 
la sphère^ de la théorie des figures supplémentaires. 

32. Le principe de dualité qui résulte, dans la géométrie de 
la sphère, des propriétés des figures supplémentaires, est connu 
depuis longtemps^ et on en a tiré déjà un parti considérable 
pour 1 étude de divers lieux géométriques, et de certaines cour- 
bes enveloppes. 

Il nous parait toutefois que Ton n'a guère considéré jus- 
qu'ici dans ce principe que Tun des aspects qu'il présente, et 
d'après lequel , à cliaque horizon découvert dans une première 
exploration géométrique, correspond un second horizon, 
aperçu seulement par les yeux de l'esprit, et n'ayant exigé 
aucun effort, aucun déplacement nouveaux. En d'autres termes, 
on a vu surtout dans ce principe un précieux moyen de multi- 
plication des vérités déjà acquises, sans apercevoir peut-être, 
d'une manière assez nette , qu'il présente aussi un mode re- 
marquable de transformation à l'aide duquel un problème de 
géométrie infinitésimale se ramène , dans un grand nombre de 
cas , à un problème de géométrie finie : la méthode infinitési- 
male intervenant seulement, et une fois pour toutes, dans l'é- 
tablissement des liaisons existant entre deux lignes supplémen- 
taires : les problèmes suivants nous offriront divers exemples 
de cette transformation. 

33. Considérant une courbe quelconque mm\ Tare tangent 
en un point m de cette courbe, et les arcs fp^ f^p\,^, menés 
des foyers donnés y*, /'... perpendiculairement au premier; 
les arcs pf^i p'J'y prolongés, se coupent en un point M qui est 
le pôle de l'arc tangent pmp' et qui appartient à la courbe MM', 
supplémentaire de la proposée : les points m et M étant d'aillevirs 
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deux points correspondants de ces courbes. Si donc, posant 

fP—P^ J'P'=^P\"'* 

on cherche à définir la ligne sphérique dont l'arc tangent en 
chaque point possède la propriété exprimée par l'équation 

<P (/?, /?',.,.) = constante, 

la ligne MM', supplémentaire de la ligne cherchée, sera définie 
parTéquation 

cp / p ^ p', . . . I = constan^e, 

p, p',... désignant les rayons vecteurs /M, y M,*, complé- 
mentaires des arcs/;, p',.... 

a). Théorème I. m, m',... désignant des coefficients con- 
stants^ la courbe représentée par. T équation 

(i) w . sin /j -I- m' . siny?' -f- . . . = constante, 

est un cercle. La courbe supplémentaire est, en effet, définie 
par l'équation 

(i') /Ti.cosp -4- w'.cosp'-h. • . = constante, 

qui représente un cercle, comme on Ta \u précédemment 
(i/oz>*page 26, n** 3). 

V), Théorème H. La courbe 

sin 



Ki-0 



( 2 } 7-î {— z= constante 

est un cercle, 

La courbe supplémentaire est, en effet, définie par l'équa- 

lion 

• P '■ ' 
sin - 

(2') 7 = constante, 

• • ? 
sm - 

2 
qui exprime que le rapport des dislances reciiligues d'un point 
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queloon(}ue de la courbe aux deux foyers f^ f^ est constant : 
cette courbé est donc un petit cercle, intersection de la 
sphère proposée et d'une seconde sphère, dont le centre est 
quelque part sur la droite j(/"'. 
c). Théorème III. La courbe 

( 3 1 — S = constante 

^ vosp 

est une ellipse spherique^ enveloppe cTun quadrant dont les 
extrémités glissent sur deux grands cercles donnés : la courbe 

supplémentaire 

sinp 
(3 ) -r— S = constante 

^ ' sinp' 

est, en effet, une ellipse sphérique, capable d'un angle droit 
(Vannson, Nouvelles Annales de Mathématiques ^ i858, 
page 253). 

d), Théouème IV. La courbe * 

(4) /? H- /?'= constante 

est UTw ellipse sphérique : la courbe supplémentaire est en 
effet représentée par l'équation 

(4') p -h |!>'= constante, 

qui est Tune des définitions de l'ellipse sphérique; et Ton sait 
que l'ellipse a pour supplémentaire une autre ellipse. 

e). Théorème V. La courbe 

( 5 ) sinp . sinp^ = constante 

est une ellipse y ayant pour foyers les points ff. 

Prenant^ en effet, comme dans le n^ c), le milieu de l'arc 
ff'= 2 pour origine des coordonnées polaires r et ci), on a 
pour la courbe supplémentaire, 

cos' r cos' c — sin' r sin' c cos' &> = X % 

cos^ c — sin- c . tangV cos' w =;: X ' ( i -f- taflg^ r) ; 

ou, en remplaçant tang*rcos*6i) et. tang*r par tang'^ et 
tang' 5 -f- tang' m respectivement , 

(5') (X'-h sin^c) tang-Ç -h X^ tang'>j = cos'c — X=^ ; 
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Équation d'une courbe, du second degré ou d'une ellipse 
sphérique, d'où Ton déduirait aisément Téquation de Tellipse 
primitive, de manière à constater que cette dernièi*e a précisé- 
ment pour foyers les points y ety. 

Observation, On pourrait aussi étudier directement plu- 
sieurs des courbes précédentes, en employant d'une manière 
convenable les formules 



_ sinp.c/p ...v--+-'^P 

/V — -7 — ; ' 9 ces V = ZE -;— • 

' a.sïn/7 as 



Reprenons, par exemple, la courbe 
{s) sin/?sin/?' = constante, 

et désignons par p et p' les rayons vecteurs qui joignent un 
point quelconque de cette courbe aux deux points^ et/"'. On 
à cette double expression du rayon de courbure géodésique de 

la ligne cherchée, . ^ 

sin p . fi?p __ sin p' . û?p' 
^ d.sinp rf.sin/?' 

d'où 

, . sïn p.d p . . . , sin p'.Jp' 
d.sinp =1' — ■ — - et e/.sin/> =? — ■ *-; 



'V '•ff 



et si l'on porte ces valeurs dans l'équation différentielle 

d,s\np d.sinp' 
— — - H--^ — 7-=^o 

Smp 910 /G» 

déduite de l'équation (5), on trouve, successivement, 

dp dp' 



+ T7r\T7=o, 



sinp.^/p sinp' .dp' 

sinp sinp' "* ' sinV ' sinV 

ds, cosY ,ds. cosY' . ^-y -4-.»„^„v/. 

= 0, tangV =nziangV : 



sinV "" sinV 
' on a donc aussi 



ou 



COsV rrrdzcOsV, 



_£±— =CF, OU dp±dp' z=:0'f 
ds ds \ ^ . 
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d'où enfin 

p db p'= constante, 

équation d'une ellipse sphérique. 

34. De la ligne sphérique ayant pour podaire un grand ou 
un petit cercle. 

La podaire d'une ligne sphérique quelconque, relativement 
à un point o pris arbitrairement sur la surface de la sphère, 
et la supplémentaire de cette même ligne, sont deux courbes à 
rayons vecteurs complémentaires, l'origine de ces rayons étant 
au point o : il en résulte, en prenant le centre de la sphère 
pour point de vue, et le plan tangent en o pour plan du ta- 
bleau, que les perspectives de ces deux courbes forment deux 
lignes planes à rayons vecteurs réciproques, ou simplement 
deux lignes réciproques par rapport à l'origine o\ et ces rela- 
tions entre la podaire et la supplémentaire d'une ligne sphé- 
rique permetlent.de résoudre d'une manière très-simple les 
problèmes suivants : 

a). Problème I. La podaire étant un grand cercle^ trou- 
ver la ligne primitiv^c. 

Solution. La perspective de la ligne cherchée est une ligne 
plane dont la podaire relative au point o est une ligne droite; 
c est donc une parabole ayant le point o pour foyer : et la ligne 
cherchée elle-même est une conique sphérique ayant l'un de 
ses foyers au point o. D'ailleurs si on veut la définir avec plus 
de précision, il suffit de remarquer que la podaire et la sup- 
plénaentaire de la ligne cherchée «e projettent suivant deux 
lignes réciproques par rapport à l'origine o* Or, la projection 
de la première étant , par hypothèse, une ligne droite, la pro- 
jection de la seconde est une circonférence passant par Torr- 
gine; et la supplémentaire de la ligne cherchée est l'ellipse 
sphérique, capable d'un angle droit, dont le point donné o et 
le pôle du grand cercle podaire sont les extrémités de l'axe, 
hypoténuse. La ligne cherchée est donc enfin la conique 
sphérique ^ em^eloppe d'un quadrant dont les extrémités glis* 
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« 

sent sur deux grands cercles donnés^ et son équation est 



tanga:.tangj=: 



4 cosO 



les deux cercles directeurs étant pris pour axes. 

b). Problème H. La podaire étant un petit cercle, trout^er 
la ligne primitive. 

Les projections, sur le plan tangent à l'origine o, de la po- 
daire et de la supplémentaire de la courbe cherchée, sont, la 
première une conique plane , la seconde la réciproque de cette 
conique, ou une courbe plane du quatrième degré. Il en ré- 
sulte que la supplémentaire de la ligne sphérique cherchée est 
également du quatrième degré , la ligne cherchée étant dès 
lors d'un degré supérieur au second. 

35. La substitution de la courbe supplémentaire à la courbe 
primitive ne peut être d'aucune utilité dans la recherche de 
la développée d^une ligne sphérique, car deux lignes sup- 
plémentaires ont même développée sphérique. Mais on peut 
alars substituer à la recherche de la développée celle de la 
courbe supplémentaire de cette développée : et il est facile de 
voir que cette dernière recherche constitue un problème de 
géométrie finie, ou n^exigeant du moins que la solution du 
problème des tangentes. 

Que l'on mène en effet par chaque point d'une ligne sphé-' 
rique un arc de grand cercle tangent à cette ligne, et que Ton 
prenne sur cet arc à partir du point de contact une longueur 
égale à un quadrant. Entre la ligne primitive et la courbe 
décrite par l'extrémité de cet arc, que nous avons déjà ap- 
pelée Vindicatrice de cette ligne, existeront les relations sui- 
vantes : 

i". L'indicatrice peut être considérée comme le lieu des 
extrémités des rayons de la sphère parallèles aux tangentes rec- 
tilignes de la ligne primitive; 

n^. L'indicatrice et la développée de la ligne primitive sont 
deux courbes supplémentaires. 
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La recherche de l'hélice sphérîque nous a fourni une pre- 
mière application de ces relations : nous allons voir qu on 
en déduit, très-simplement aussi, l'équation de la développée 
de Tellipse sphérique, déjà obtenue par Gudermann (Sphàrih^ 
page 92). 

Soit (jr, /) un point quelconque d'une ellipse sphériquc 

rapportée à son centre et à ses axes; a et £, xei y désignant 
les tangentes trigonométriques des demi-axes de la courbe et 
des coordonnées axiales' du point considéré. Le point corres- 
pondant {xx^ Yx) d)B l'indicatrice étant situé sur l'arc tangent 
à Pellipse en a, et sur le grand cercle ayant pour pôle )e 
point a (x^ y)\ on a, pour déterminer les coordonnées X|, j^i 
de ce point, les équations 

d*où,*en posant 

• • • 

On en .déduit d'abord cette équation de l'indicatrice 

et son grand cercle tangent est représenté, toutes simplifîca-< 
tions faites, par l'équation 

— X . -p- P — Y . -;— ^ + 1 = o . 

Or^ ce grand cercle ayant pour pôle le point correspondant 
(Ç, y)) de la développée, son équation peut être identifiée à 

5 
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relie du grand cercle polaire de ce point 

X.ÇH-Y.>i-hi=o; 
et il résulte d* abord de cette identification, 



? = ï — î^ 






d'où 



Et la substitution de ees valeurs dans Tëquation (i) donne 
enfin 

pour équation de la développée de Tellipse sphériqoe. La 
courbe (3) a même développée spbérique qu€ Tindicatrice (a). 
Mais, tandis que cette dernière est seulement du quatrième 
degré , la développée de Tellipse est du sixième.' 

De quelques propriétés nou^ejles ries coniques sphériques (*). 

36. Si Ton rapporte les différents points M d'une sphère à 
deux grands cercles fixes OX, 0¥, et que, prenant sur chacun 
d'eux, à partir deToriglne O, les arcs OX, OY égaux à un qua- 
drant, on mène les arcs YlVf, XM coupant respectivement OX, 
OY en P, Q, les arcs OP = | , OQ = m seront les coordonnées 



{*) Toutes les propriétés qui suivent ont été communiquées à la Société Phi- 
lomathique, le 3'i mai i858, et se trouyent reproduites dans son Bulletin. La 
livraison de juillet i858 des Nouvelles Annales de Mathématiques renferme, sur 
le même sujet, un article d# TM. Vanuson, qui est parvenu, de son côté, et par 
une voie toute différente de la nôtre, à quelques-unes de nos propositions. 
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axiales du point M; et les tangentes trigonométriques de ces 

arcs 

xictangÇ, jr = iangïï, 

seront les coordonnées sphériques de ce point, suivant la défi- 
nition de Gudermanu {Sphàrik, pagei): une ligne sphé- 
rîqueMM' étatit dite, en outre, du n'^"" degré, quand les coor- 
données spbériques de chacun de ses points satisfont à uiîe 
même équation^ (jC,j^) = o, algébrique et du degré n. 

m 

37. Si prenant le centre de la sphère pour centre de projec- 
tion, le plan tangent à Torigine O des axes curvilignes OX, OY 
pour plan de projection, on projette centralement le point M 
en m ; et que l'on rapporte le point projeté m aux axes recti- 
lignes Ox^ Ojr respectivement tangents aux axes curvilignes 
précédents OX, OY i on reconnaît sans peine que les coordon- 
nées rectilignes du point m sont respectivement égales aux 
coordonnées spbériques de même nom du point M; d'où cette 
conséquence intuitive qu^une ligne sphérique du second ou du 
j^ièmé (j^r^ appartient à un cône du second ou du yi'*** degré: 
concentrique à la sphère et ayant pour base sur le plan tangent 
à l'origine O une courbe plane du second ou du «•*"•* degré ; 
une ligne sphérique du premier degré étant un grand cercle. 

38é A une conique plane a* y* 4- i*x* — o*i" = o , située 
dans le plan tangent en O, ayant pour grand et petit alces a a 
et 2 fr et dont le centre est en O, correspond une conique sphé- 
rique représentée par la même équation ^ ayant pour centre le 
point 0<, et dont les axes 2a et 2|3 sont définis par les équa- 
tions 

tangâe = i?, tatogp = ^. 

On sait d'ailleurs que cette courbe peut être engendrée par le 
mouvement d'un point M dont la somme dés distances spbé- 
riques à deux foyers fixes F^ F' demeure constante et égale au 
grand axe 2a. Les deux foyers étant situés sur le gratid axe, de 
part et d'autre du centre, et à uhe distance y de ce dernier, 

5. 
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définie par réqualion 

cosa = cospcosy. 

39. Une conique sphérique quelconque a toujours trois cen- 
tres, un centre înlërieur et deux centres extérieurs; son équa- 
tiôn*'peut toujours, par un changement d'axes, être ramenée k 
la forme précédente*, et, par suite, toute conique sphérique 
admet au moins un système de deux foyers. Toutes ces pro- 
priétés, et beaucoup d'autres que, pour l'objet que nous avons 
en vue, il serait inutile de rappeler,. sont aujourd'hui fort con- 
nues, grâce aux travaux de MM. Chaslés, Gudermann et Bor- 
^net. La méthode particulièr/ementélégante suivie par l'auteur 
de V Essai de Géométrie analytique sphérique (Tours, 1847)? 
consiste essentiellement à substituer à une ligne sphérique rap- 
.portée à un point O de la sphère, la projection centrale, ou 
perspective, de cette ligne sur le plan tangent en ce point-, le 
centre de projection, ou poiut de vue, étant au centre de la 
sphère : ce mode de transformation possédant d'ailleurs plu- 
sieurs propriétés remarquables. Les plus importantes, et en 
même temps les plus intuitives, résident dans l'égalité déjà 
.mentionnée des coordonnées sphériques et rectilignes de deux 
points correspondants 'Vafporiés à des a^^es passant par l'ori- 
gine; dans la consen^ation des lignes géodésiqucs et dans celle 
des pôles et polaires relatifs à une £ourbe d,u second degré : ce 
sont du moins les seules qui aient été employées par M« Borgnet. 
Il en existe cependant quelques autres, un peu plus cachées, 
que nous allons exposer; et qui nous ont conduit à plusieurs 
propositions nouvel! es ^ parai ssabt clore la série des analogies 
. déjà constatées entre les coniques planes et sphériqUes. 

ir. 

40. Lemme I, -^ deux grands cercles de la figure sphéri^ 
que^ perpendiculaires entre eux^et (Iqnt Vun passe par Vori- 
' gine O, correspôndérit^ dans la projection centrale sur le plan 
tangent en Oydeùx diwtes perpendiculaires entre elles. 
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41 . Lemme il Le rapport des sinus des distances sphériques 
d'un point M à V origine O et à un grand cercle fixe DD', 

est égal au rapport des distances de sa 
projection m à la même origine O et à la 
droite correspondante dd', multiplié par 
un coefficient constant^ la valeur de ce 
coefficient étant indépendante de la posi- 
tion du point INI. 



Fig. 23. 

D7 



M 



i) 



«. 









Abaissons, en effet, 0D,0^ perpendicu- 
laires sur Tare DD' et sur la droite dd' ^ me- 
nons MD, md\ et projetons le point O 
en H et h sur MD et md» On aura 



sinMO __ tangODM 
sinMP"" sinDOM 



m O _ tang O dm taog O dm 

sin//0/w ~" sinDOM ' 



m p 



sinMO mO 
sinMP ' m p 



tan{,^ODH _ tangODH 

tangOr//< coidOh 

I 



= tangODU.tangDOH 



ces 00 



= constante. 



C. Q. F. l). 



42. Lemme IIL Si un point O est tel que le ^grand cercle 
joignant ce point à un point quelconque D' de sa polaire 

DD relative à une conique sphérique C soit perpendiculaire 
à la polaire du point D', prise, par rapport à la même coni- 
que; le point O coïncidera nécessairement avec Vun des deux 
foyers de la conique considérée , 

On reconnaît d'abord que le point O est situé sur Tun des 
axes, .CA par exemple, de la conique considérée; sa polaire 
relative DD' étant dès lors perpenjliculaire à cet axe : soient 
posés 

OA :;= «, CB = p; c6 = 7', CD = (î', 
7' et d' étant liés par la relation 



(«) 



^, langea 
^ tangy' 
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Si Ton mène Tare tangent au sommet B de la courbe, ren- 
p. jj3 contrant en ÏV la polaire du point 

O, et que Ton mène OB, OD', ces 
deux arcs seront perpendiculaires 




, ^^ entre eux, et les angles BOC, IVOD 

seront complémentaires. D'ailleurs 

Tare lyB, prolongé, allant couper 

Taxe AA' en P, ce point P est situé à 90 degrés du centre C, 

et Tangle en P du triangle PDiy est mesuré par l'arc BC == j3. 

Cela posé, dans les triangles rectangles OCB, ODD", PDD' 

les sinus de OC, OD, PD sont respectivement égaux aux pro- ^ 
dui^ts des coiangentes des éléments adjacents^ et Ton a, après 
avoir multiplié membre à membre les deux premières des 
trois égalités résultantes, et en conservant la troisième, 

sin7'.sin(^' — 7') = tangDD'.taDgBC = tangDD'.tangp, 
sin PD ou 005^=: tang DD' . cet P = taog Dû' . cot ^ : 

d'où, en divisant membre à membre, 



ou 



sin y' ( taog S' . ces 7' — sin 7' ) = tang' p. 



Enfin, la substitution de sa valeur (a) à tang()', et quelques 
transformations conduisent à la relation 

(ar) cosa= C0Sp.C0S7' 

qui démontre la coïncidence du point O avec F un des foyers, 

43, Lbmme IV., Dans toute conique Spkériquej le rapport 

des sinus des distances sphériqueSy au foyer O et à^sa polaire 

relatif^ DD', de Vune des extrémités A ou A' de Faxejbcalj 

est égal au rapport analogue par Vautre extrémité. 

, y, ,. ^sinAO sinA'O . /v 1 1 

Lt égalité . . = . y exprime en effet que les rayons de 

la spbère qui aboutissent aux sommets A et A', au foyer O et 
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au pied D de sa polaire relative sur Taxe, forment un faisceau 
harnlonique : ou que les traces de ces rayons sur le plan tan- 
gent en O déterminent tm système de quatre points conjugués 
harmoniquement. Or cette propriété, ayant lieu quelle que soit 
la position du point O sur Taxe AÂ', a lieu, en particulier, pour 
chacun des foyers. 

III'. * 

44. Problème. Trouver sur la sphère le L'eu géométrique 
des points M. dont les sinus des distances sphériques à un 
point O et à un grand cercle fixes ^ sont dans un rapport 
constant. 

Solution. La projection mm* de la courbe cherchée sur le 
plan tangent en O pourra être considérée, d'après le lemme II, 
comme le lieu des points m dont les distances au point O et a 
la droite fixe dd* (projection du grand cercle DD') sont dans 
uu rapport constant : cette projection est donc une conique 
plane, et la ligne primitive est une conique sphérique. D'ail- 
leurs, dans la projection, la directrice dd' est la polaire du 
foyer O, et la droite joignant celui-ci à un point quelconque 
d! de sa polaire est perpendiculaire à la polaire de ce point d' , 
Les mêmes dépendances existent donc dans la figure sphé- 
rique entre le grand cercle directeur DD' et le point O; et par 
suite, d'après le lemme III, le point O est l'un des foyers de la 
conique sphérique. le grand cercle DIV étant de même la 
polaire du foyer relative à la conique. On a donc ce théorème: 

Théorème I. Le lieu des points de la sphère dont les sinus 
des distances sphériques à un point et à un grand cercle fixes 
sont dans un rapport constant ^ est une conique sphérique 
dont Tun des foyers est au point fixé^ et pour laquelle lu 
polaire de ce dernier coïncide avec le grand cercle directeur, 

45. Théorème IL Réciproquement ^ toute conique sphé- 
f^tque C présente cette propriété que les sinus des distances ■ 
sphériques d\in point quelconque M de la courbe à Vun des 
foyers O, et au grand cercle DD' qui est la polaire de ce 
/oyer, sont dans un rapport constant. 



ya PREMIÈRE PARTIE. -^ CHAPITRE TROISIEME. 

Démonstration. Considérons, en effet, indépendamment de 
la conique C^ une seconde conique C/ qui serait le lieu des 

^ _ 

points M' dont .les. sinus des distances sphériques au point O 
et au grand Qcrcle DD' sont dans un rapport constant > égal 
ùu rapport analogue pour Vun des sommets A 0u A', de Taxe 
focal de la conique C. Cette conique C aurait en commun 
^ec la conique proposée le foyer O, d'après le tjiéorème pré- 
cédent, et les deux sommets A, A' de Taxe focal ^ d'après le 
lemme IV \ mais ces conditions entraînent évidemment la coïn- 
cidence des coniques C, C'*, et le théorème lest démontré. 

Corollaire I. La perspective d*une conique sphérique sur 
le^ plan tangent en Vun de ^es foyers a même foyer que cette 
conique, et sa directrice est la perspective' du grand cercle 
directeur de la conique sphérique : et réciproquement.. 

CoROLLAiiVE n^ L'équation d'inné conique spliérique , rap-^ 
portée à Vun de ses foyers y peut prendre Vune quelconque 
des formes suivantes , 



tangp=: 



I — e ces tt 



tangp = m tan^ Ç -h n tan^» -+-/? = mx -\-ny -{-p. 

Réciproquement, toute équation de Vune de ces formes re» 
présente u,ne coniifue sphérique dont Vun des foyers est à 
Vorigine; le grand cercle directeur relatif au foyer origine 
étant représenté par T équation 

m tang Ç*-|- n tang >i -+-/? = o, oa mx -|- «j 4- /? = o. 

La proposition directe avait seule été établie par Gudermanut 
(5y^AanA, pages 78-80.) 

Remarque. .Le théorème I peut être établi directement, 
P%- ^4- au moins quant à la nature de la courbe 

décrite par le point variable M, de la ma- 
* nière suivante. La relation donnée 




p 



sinMO 
sinMP 



--= k = constante 
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peut èire remplacée par celle-ci 

sin MO , • 
cosMp 

m 

p désignant le pôle du grand cercle directeur DD'. Or, 
en posant GM = p, MOp =? &), O^ =: y', on a 

cos M/i = cos p t'os7 ' -I- sin p , sin 7 ' . ces « ; 
et Ton en déduit successivement, 

■ • ^ 

sinp = ^rosy' cosp 4-^ sin 7' sinp . cos», 
tang p =r ^ cos 7 ' + X sin 7 ' . tang p côs « ; 
tangp = A COS7 ' -I- A sin 7 ' tang 1^=: m -h n tang g : 

9 - 

équation d'une conique sphérique. . 

46. De la parabole sphérique, La nature du lieu des points M 
de la sphère, également éloignés d* un point O et d'un grand 
cercle fixes, peut être obtenue immédiatement en 'remar- 
quant que la somme des distances sphériques d'un point du 
lieu au point O et au pôle p du grand cercle fixe est égale à un 
quadrant. La courbe considérée est donc une conique sphé^ 
rique dont le point O est un foyer, le second foyer étant le 
pôle p du cercle directeur, et le grand axe de Tellipse étant 
égal à un quadraât : or c'est précisément à cette courbe, dont 
Féquation peut se ramener à la forme jy* = 2px. qu'on a 
déjà donné le nom de parabole sphérique; et celte coïncidence 
complète la série des > analogies que présentent, au point de 
vue des foyers et des directrices, les coniques planes et sphé- 
riques. 

47. Théokè:me III. Lé lieu décrit par le sommet d^un angle 
droit circonscrit à uHe parabole» sphérique se compose de 
deux grands cercles : les cercles directeurs relatifs aux deux 
foyers. 

Démonstration. Les considérations géométriques que l'on 
emploie pour établir la propriété . analogue de la parabole 
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plane ^ s'appliquent sans aucune modification à la parabole 
sphérique. 

48. Théorème IV. Le lieu des projections d* un foyer O 
d'une conique sphérique sur les arcs d^e grand cercle tan^ 
gents à la courbe, est, en général^ unp seconde conique 
sphérique dont le petit axe est dirigé suii^ant le grand axe 
de la proposée; et le point O est Vun des pôles des sections 
circulaires du cône qui la contient : le lieu en question peut 
d'' ailleurs se réduire à un grand cercle , dans un cas parti- 
culier déjà examiné [voir page 63)^^ mais il ne peut jamais 
être un petit cercle de la sphère. 

Démonstration. La projection du lieu considéré sur le 
plan tangent au point O est en effet la podaire dVne conique 
plane par rapport à Tun die ses foyers 5 et cette podaire est 
un cercle dans le cas général, une ligne droite dans un cas par- 
ticulier 5 et le cône qui renferme ce cercle, dans le cas général, 
et qui a pour sommet le centre de la sphère, n'est jamais de 
réi^àlution. 

Remarque, La podaire d'une conique sphérique, par rap* 
port à un point quelconque O de la sphère^ et la supplémen* 
taire dç cette conique étant, relativement au même point O, 
deux lignes à rayons vecteurs complémentaires; leurs pro- 
jections ^ur le plan tangent en O seront deux lignes réci-- 
proifues. Donc y la podaire d^une conique plane ^ par ràp^^ 
port à wi point quelconque de son plan^ est la réciproque ^ 
par rapport au même points d Uinè seconde conique. 

49. L'application de la théorie des figures supplémen- 
taires 9UX théorèmes précédents conduirait aisément aux 
théorèmes corrélatifs , que nous nous dispenserons d'é- 
noncer. 
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CHAPITRE IV. 

DE L'iltPIGATRiGE SPHÉRIQUE. 



50. Définition de Vindicatricè sphérique d'une ligne à 
double courbure. 

Considérons dans l'espace une ligne à double courbure quel- 
concjue L, et menons par le centre d'une sphère de rayon i , 
des rayons of , ot^ parallèles aux tangentes de cette ligne : leurs 
extrémités f , t^ foi^meront sur la surface de la sphère une ligne / 
que nous appellerons Vindicatricè sphérique de la ligne primi- 
tive; les points correspondants des deux lignes seront d'ailleurs 
un point quelconque de la ligne primitive, et le point de la 
ligne sphérique qui est Textrémitéjdu rayon parallèle à la tan- 
gente au premier point. 

51. Relations descriptis^es entre, une ligne et son indicu' 
trice sphérique. 

Une ligue quelconque de l'espace L et son indicatrice /, con- 
sidérées en des points correspondants y présentent les propriétés 
suivantes : Le plan du grand cercle tangent à Vindicatricè est 
parallèle au plan osculateur de la ligne primitisfe L \ la tan-* 
gente rectiligne de l'indicatrice est parallèle à la normale 
principale de la ligne L, et le rayon de la sphère aboutissant 
au pôle du cercle osculateur de l'indicatrice est parallèle à 
la direction limite de la plus courte distance entre deux nor^ 
maies principales conséculiv^es de la ligne L^ ou à la droite rec* 
tifiante. Ces relations sont à peu près évidentes. Ainsi, le 
plan toti étant parallèle au plan mené par une tangente fixe de 
la ligne L, parallèlement à une tangente infiniment voisine, les. 
limites de ces plans,' c'est-à-dire... sont parallèles. La tangente 
de l'indicatrice en t étant située dans le plan du grand cercle 
tangent en ce point, et se trouvant perpendiculaire dans ce 
plan au rayon ot^ est parallèle à la normale principale de la 
ligne L qui occupe, dans le plan osculateur et par rapport à la 
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tangente de cette ligne, une position semblable. Enfin, le rayon 
de la sphère aboutissant au point dMntersection de deux grands 
cercles normaux à l'indicatrice*, est perpendiculaire à deux tan- 
gentes rectilignes de Tindicatrice , ou parallèle à la plus courte 
distance de deux normales principales consécutives de la ligne 
primitive : donc la limite de ce rayon ou le rayon de .la splxère 
qui aboutit au centré de courbure sphérique de Findicalrice, 
est parallèle à la droite rectifiante. Cette dernière observation 
conduit à là conséquence que ta déviiloppée sphérique de Vin' 
dicatnce est elle-même F indicatrice sphérique de rareté de 
rébroussement de la surface rectifiante^ engendrée par les droi- 
tes de- même nom', c'est-â-dire*par les.interséctions successives 
. desplanç menés par les tangentes de la ligne primitive, per- 
pendiculairement aux plans oscutateurs correspondants. 

52. Relations métriques entre la ligne primitiv^e et son 
indicatrice. • 

* m 9 

L'arc élémentaire ds = tt^, de l'indicatrite pouvant être 'rem- 
placé par l'arc de grand cercle ttf^ et ce dernier mesurant l'an- 
gle des rayons of , oti parallèles à deux tangentes consécutives 
de la ligne L, on voit d- abord que l'arc élémentaire ds de l'i'n- 
dicatrice mesure l^ angle de contingence E de la ligne pri- 
mitive . 

(i6) ils -Y., 

Il résulte ensuite de la première des relations descriptives 
énoncées précédemment, que V angle de contingence géodési-- 
que de V indicatrice est égal à V angle de torsion H de la ligne 
'^primitis^e 

■ 

(17). . •. . é?^=H; . ^ . 

et deja combinaison de ces .relations on déduit 

R 

•(18) • • • • ^^ -^ taiig e = — ^ 

• 

Cette formule exprime que le rayon de courbure géodésique 
.de 'l' indicatrice ^mesure le rapport de là première à la se- 
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coude courbure de la ligne primUwe ; .e\\^ fournit en même 
temps la tangente irigonomé trique de r inclinaison , sur le 
plan osculateur, de la plus courte distance entre deux norma- 

m 

les principales consécutives de la ligne prirnitii^e. 

Enfin, FâDgle o) de deux normales principales consécutives 
delà ligne primitive est égal à l'angle de contingence deTindi- 
calrice, 

, et si l'on appelle E', H' les angles de contingence et de torsion 
de l'arête de rebroussement de la surface rectifiante, qui a pour 
indicatrice la développée de la ligne tt^^ on aura (d'après les 
relations établies à la page 87 entre une ligne sphérique et sa 
développée) 

• .. 

ou 

R 

(20) E'=.r/.arclang:;r^; 



et 
ou 

(2,) 



H^ 



e 



R. 



6' = W 



H' = w = ^. 



53. De deux autres*, lignes sphériques conjuguées à la 
ligne primitive y et de leurs relations avec r indicatrice. 

Menons, par le centre de la sphère, deux nouvelles séries 
Fijj. 25. de rayons on, on^,. . . eiap^ opiy,. . 

parallèles aux normales principales 
et aux droites polaires de la ligne 
primitive: leurs extrémités engen- 
dreront deux nouvelles lignes sphé- 
riques nn^ei ppi^ dont nous allons 
indiquer rapidement les liaisons 
avec Findicatrice tt^. 
1". Le plan ton étant parallèle au plan osculateur de la ligne 
primitive, et l'angle ton étant droite l'arc tn est égal à un qua- 
drant et coïncide avec l'arc taneent à l'indicatrice en t. Ainsi 
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la ligne sphérique clés normales nni peut se construire par 
points en menant des arcs de grand cercle tangents à l'' in- 
dicatrice en ses différents points, et prenant sur chacun d^eux, 
à partir du point de contact y un arc égala un quadrants 

a^. Le rayon op éunt perpendiculaire au plan osculateur 
(le la ligne primitive et, par suite, au plan ton^ le point p est 
le pôle de l'arc de grand cercle tn\ donc là ligne sphérique des 
droites polaires ppi peut se construire par points en menant 
parles divers points de V indicatrice des arcs de grand cercle 
normaux à cette courbe, et prenant sur chacun d\eux^ àpar^ 
tir de cette dernière, un arc égal à un quadrant* On voit en 
outre que V indicatrice et la ligne ppi sont deux lignes sup-* 
plémentaires ayant même déi^eloppée sphérique ttttj ^ les 
rayons de courbure sphérique de ces lignes étant complémen- 
taires^ et que la ligne nn^ présente un mode de construction 
identique par rapport aux deux lignes iti, pp^. 

3°. Enfin la ligne nUi et la ligne ttît^ [développée com^ 
mune des lignes tti, ppi) sont deux lignes supplémentaires, 
ayant même développée ; et dont les rayons de courbure sphé^ 
rique sont complémentaires : cela résulte de ce que le point n 
est le pôle de l'arc de grand cercle tp tangent en tt à la ligne itiii. 

Observation, La ligne ppi pouvant être considérée comme 
l'indicatrice de Varête de rebroussement de la surface polaire 
relative à la ligne primitive L, il résulte des relations précé- 
dentes entre les lignes tt^ et ppi que les angles de contingence 
et de torsion d^une ligne sont respectivement égaux aux an-' 
gles de torsion et de contingence de P arête de rebroussement 
de la surface polaire ^ et que les noimales principales de ces 
deux lignes sont parallèles {voir pages 1 8 et 19)* 
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CHAPITRE V. 

DE DIVERS ÉLÉMBMTS DIFFéREMTIELS ET DE DIVERSES GRANDEURS 
QUE l'on peut avoir A CONSIDÉRER EN CHAQUE POINT D^UNE 
LIGNE A DOUBLE COURBURE QUELCONQUE : FORMULES DIVERSES. 



54. Angle (ù de deux normales principales consécutives. 

Cet angle étant égal à Tangle de contingence absolue de 
l'indicatrice sphérique, on a (voir formule (5, 6), page 36) 



ou encore 

(22) 



M = c = \ds -f- Cg = v^E» -h H' ; 



=v/FTH. = rfsy/±-^^. 



b) 



55. Direction^ position et grandeur de la plus courte dis- 
tance entre deux normales consécutix^es . 

Soit OCy la plus courte distance entre les normales princi- 
pales en A, Al de la ligne considérée. C étant le centre de cour- 
Fig. 26< * biire de cette ligiîe pour le point A, 

menons CA| ; abaissons Oo' per- 
pendiculaire sur le plan ACAi, ou 

sur la droite CAi, et menons Oo' 

qui sera perpendiculaire à OC. Si 
nous appelons B Finclinaison , 

QfOo'y de la droite cherchée OO' 
sur le plan osculateur, la considération de Findicatrice nous 
a déjà donné la formule 




(23) 



fang = 



R. 



il suffira donc, poilr fixer complétemé&t la position de cette 

droite^ de déterminer son pied O stir la normale AC. Or Ic^ 
triangles rectangles Oo'O', O'o'Ai, o'OC, dans lesquels les an- 
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gle5 en O; Aj et C,-soiit respectivement égaux à 9, H et E, don- 
nent successivement, 

de là, en multipliant membre à membre, et remplaçant 
tang 6, ■— 5 o'Ai par ^j -^j OA; il vient 

1 

. Quant à la plus courte distance elle-même, en la désignant 

par CT, on a 

o = ÔÔ^ = fl?S.cos6, 

ou 



(23") o=fi?S.- 

Jieniarque. Nous dvotis supposé, dans la figure, ïe point O 
situé entre les points A et C. Pour démontrer qu'il en est tou- 
jours ainsi, il suffit de remarquer que les plans tangents en A 
et C de la surface gauche formée par les normales principales 
délai ligne 4 Ai, sont rectangulaires : le premier de ces plans 
contient en effet la tangente en A de la ligne AAi, le second 
contient la droite polaire qui passe par le point C, et qui re- 
préseu'te la tangente en ce point d'une trajectoire orthogonale 
des génératrices rectiligneis de la surface*, et ces droites sont 
perpendiculaires entre elles. Il en résulte (voir la page la, ob-- 
servalion) que le point central de la génératrice AC, c'est- 
à-dire le pied O de la plus courte distance considérée, est com- 
prîs'entre les points de contact de ces plans, c'est-à-dire entre- 
les points AeiC. 

ConoLLAiRE I. Détermination du coefficient de distribution 
des plans tangents à la surface gauche formée par les nor- 
nulles principales, 

. Suivant le th^'orème général démontré dans le chapitre I 
(n° 9, page lo), le coefficient dont il s'agit, A, est égal au 
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rapport de*r«ngle de deux génératrices consécutives à leur 

plus courte distance, À = -; on a donc, en employant les for- 
mules (2^2) et {23''), 

Corollaire 11. On déduirait sans peine des résultats précé- 
dents, 1° l'expression de l'arc élémentaire OOi de la ligne de 
striction de la surface gauche des normales, et la direction de 
la tangente à cette ligne ^ 2^ la direction de la droite rectifiante 

en A, laquelle est parallèle à OCX; et Tare élémentaire de 
Tarête de rebrousseraent de la surface rectifiante, arête dont 
nous avons calculé déjà les angles de contingence et de torsion, 
E'elH' ["voi'r les formules (20) et (21), page 77) : la sur/ace 
rectifiante étant, comme on sait^ l'enveloppe des plans menés 
par les tangentes de la ligne considérée, perpendiculairement 
aux plans osculateurs correspondants ^ et les génératrices de 
cette surface portant le nom de droites rectifiantes. 

56. Rayon R de la sphère osculatn'ce. 
On a, pour le carré de ce rayon, 

(25) r> = r;4.rj^^ 

Cette équation résultera immédiatement de la formule (7) 
(voir page 37), si on se rappelle que le rayon de la sphère y a 
été pris pour unité de longueur, et si on y rétablit l'indétermi- 
nation de cette unité 5 car il suffira dès lors de remarquer que, 
dans tout problème où l'on a seulement à considérer quatre 
points infiniment voisins d'une ligne à double courbure, on 
peut regarder cette ligne comme tracée sur la surface d'une 
sphère. 

57. Eléments div^ers relatifs à la ligne des centres de 
courbure et à Varête de rebroussement de la surface polaire. 

Soient AA', CC et SS' la ligne à double courbure primitive, 
le lieu des centres.de courbure et l'arête de xebroussement de 
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la surface polaire : développons cette surface sur un plan, et 
soient ss^^ ccf les transformées des lignes SS' et QG 5 la ligne 
rc' étant, d'après le théorème de Lancret (vo/rpage 19), la po- 
daire de la ligne ss^ par rapport à une certaine origine O. Si l'on 
pose 

on aura, par le même théorème et par l'emploi de la formule 
(a5), page 81, 

_________ '//R 

(a) r=R, /?=R, et V'r» — ^' = R, . -^. 

^■^ Cela posé, il existe, entre la ligne plane 

^^jTT^^ 5/ et sa podaire C(/^ plusieurs dépendances 
// simples, soit métriques, soit descriptives, 

que nous devons d'abord rappeler. 

1 . Les rayons vecteurs correspondants^ ces deux lignes y 
Os et Oc, les coupent sous des angles égaux. 

Il en résulte, en désignant par S& et CC^ les arcs élémen- 
taires du lieu des centre» et de l'arête de rebroussement qui 
correspondent à l'arc AA'= dS de la ligne primitive, ces trois 

relations ; 

. / , ^x P ^^' ce dp 

sm(re%fO) = -i 77 = ï^ = :7r' 



ce = ce =: 



r ss' SS' dr 
dp rdp 



cos ( çé , cO) J;.3 pi * 



2. La formule connue d'Euler donne ensuite pour le rayon 
de courbure de la ligne 5/, 



rdr 



3. Et Ton trouve sans peine pour le rayon de courbure 
de la ligne a/ elle-même, 



H r' 



p«/ = 



2 /^ — p, p^^, dr 
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Or pour passer de là aux relations correspondantes entre les lignes 
ce et SS' de l'espace, il suffit d'y remplacer r, p et y^r* — p* par 
leurs valeurs (a)\ p^y par le rayon de première courbure R, ,,, 
de l'arête de rebroussement SS'; et enfin, suivant le théorème II 
de la page 1 1 , qui sera démontré plus loin , p,^ par le rayon de 
première courbure géodésiquede la ligne CC, Rj^^^^/. On ob- 
tient ainsi les résultats suivants : 

i'. Les rayons correspondants dé la sphère osculatrice et 
du cercle osculateur coupent sous des angles égaux V arête de 
rebroussement de la surface polaire et la ligne des centres de 
courbure} et Ton a 

(26) sin(CC',CA)=|l> 



(^7) 



ce ^R 



SS' ^R 



> 



(28) CC'=rJS.5-. 



2 . 



(29) R.^^^.= R._-, 

et Ton pourrait déduire de cette formule Texpression du rayon 
de seconde courbure de la même ligne, en se rappelant quie 

Ra.f/ R|. 

Ri.i/ R2 

y. 

R* 

(30) . ,R,^^^e' = 






Enfin, on peut trouver encore la valeur de la seconde cour- 
bure géodésique de la ligne des centres CC, en employant la 
formule suivante, relative à une ligne quelconque QCI tracée sur 
une surface développable ayant SS' pour arête de rebrousse- 
ment , et coupant sous un angle / la génératrice de la surface qui 
passe par le point considéré de la ligne CC (voir ci-après, cha- 

6. 
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pilre VIII, n° 3, formule (Sg")), 



^7, g, ce' '_ . 



r R 



2, M 



/ 



S, ce • . . x\ 'i 

^ sintcosi Ri,w' 

dans laquelle r désigne la portion de génératrice comprise entre 
Farête de rebroussement SS' et la ligne CC': car on a, dans le 
cas actuel, 

l _ I • _^ R '" D R2,«'_R. 

= n. 



cosz sin{CC', CA) R, sin/ ' R,,,,, R,' 

et Ton trouve, en substituant^ 

R' 
(3i) ^''S>'<^^W,' 

Remarque. Les formules (3o) et (3i) appliquées en parti- 
culier à la ligne sphérique dont la seconde courbure est con-^ 
s tante y conduisent à ce résultat : La ligne des centres de cour^ 
bure de la ligne sphérique dont la seconde courbure est 
constante y a ses deux courbures géodésiques constantes, par 
rapport à la surface conique polaire sur laquelle elle est 
tracée, 

38. Expression de la distance entre deux tangentes c on- 
sécutii^es d'une ligne à double courbure. 

On connaît cette intéressante proposition, due à M. Bouquet, 
et d'après laquelle si dans une série quelconque de droites se 
succédant d'une manière continue , la distance de deux droi- 
tes consécutwes est un infiniment petit d'un ordre supérieur 
au premier y cette distance est au moins du troisième ordre ; et 
les conséquences qui s'en déduisent relativement à Tordre de 
la distance entre deux tangentes consécutives d'une ligne à dou- 
ble courbure. On peut, en modifiant l'ordre de succession de 
ces propositions, les établir géométriquement Tune et l'autre, 
comme nous allons le faire voir. 

I. Si la distance de deux droites consécutii^es quelconques 
d'une série est un infiniment petit d^un ordre supérieur au 
premier, les droites de cette série sont les tangentes d'une 
même ligne de l'espace. Considérons, en effet, la surface ré- 
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glëe s, ayant pour géncTalrîces les droites de la série donnée ; 
l'augle Cl) de deux génératrices consécutives de la surface étant 
du premier ordre, et leur plus courte distance cj étant, par hy- 
pothèse, d'un ordre supérieiir au premier, le coeflScient de 
distribution des plans tangents le long de chaque génératrice, 

A^ = lim. - , est infini ; la surface a même plan tangent le long 

de chaque génératrice ; elle coïncide avec la surface dév^elop- 
pable qui serait l'énveloppede ces plans tangents^ et les droites 
delà série donnée, dont chacune est située tout entière sur cette 
surface développable, coïncident avec les tangentes de son arêle 
de rebrou ssemen t. 

Ce premier. point peut encore s'établir, plus clairement peut- 
être, de la manière suivante. 

Considérant la ligne de striction OCK de la surface S, soient 

OG, (y G' deux génératrices iniiniment voisines coupant cette 
ligne en O, C; et soit OOj leur plus courte distance. Cette der- 
nière ligne étant au moins du second ordre , on en conclut , par 
remploi du triangle rectangle 00, 0', ou que la cQrdeÔO'de la 
Fig. 28. • ligne de striction est elle-même du second 

— ordre , ou bien que cette corde restant du 

\ premier ordre, l'angle qu'elle forme en O' 

* /o^*'"-.^^ avec la génératrice O'G' est infiniment 

6^ petit. On déduit immédiatement de cette 

seconde hypothèse, que les génératrices sont tangentes n la 
ligne de striction OO' qui dévient dès lors Tarêlede rebrousse- 
ment de la surface : et quant à la première hypothèse, elle 
conduit aisément à la conclusion que la ligne de striction se 
réduit à un point unique; la surface se réduisant elle-même 
^ un cône ayant son sommet en ce point. 

2, La distance de deux tangentes consécutives d'une ligne 
à double courbure est un infiniment petit du troisième ordre 
mesuré par le douzième du produit des angles de contingence 
et de torsion , multiplié par Varc intercepté entre ces tan- 
gentes, (Ossian Bonnet, Nouvelles annales de Mathémati^ 
qnes, i8f>3, page 192.) 
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Oa peut évidemment, dans la recherche de la distance dont 
il est question, substituer à la ligne proposée L, qui est quel- 
conque, une ligne sphérique / ayant avec elle un contact du 
troisième ordre; et au lieu de laisser indéterminée la nature de 
cette ligne sphérique , on peut la regarder comme une dévelop- 
pante aà* d'un petit cercle ce' de la sphère : car on fait ainsi 
intervenir réellement, quoique d'une manière implicite, qua- 
tre points, et, par suite, deux tangentes consécutives de§ li- 
gnes L et /; ce qui est nécessaire et suflSsant dans le problème 
actuel. 

Cela posé, menons deux arcs de grand cercle infiniment voî-* 
sins, normaux en «, cl à la ligne sphérique aci^ tangents en 
c, d au petit cercle dont le pôle est p, et se coupant en i\ me- 
nons en outre les arcs pc, pc', pi^ les rayons o*, oa^ oal et la 

corde aa'\ et posons, suivant la notation déjà employée, 



/^ 



ac =i ô, ûV = ô -h rfô, arc çc* = </ ô, pc = 6', cpd = 



e 



Fiç. 29, 



Le rayon oi de la sphère étaht parallèle à la droite qui mesure 

la plus courte distance xs des tangentes 
en a,, a' de la ligne considérée aa!^ celte 
plus courte distance est égale à la projec- 
tion de la corde «a', ou à la différence 
des projections des rayons oa' et oa, sur 
le rayon oi : on a donc 




cr = cos la — cos la. 



ou, par des transformations qui se lisent 
aisément sur la figure, 

. / « X . *V; -h ic' — arc ce' 
n:=2sin(9 -4-«}, sm — ;. 



8 désignant un arc infiniment petit. D'ailleurs, si on suppose 
menées les cordes sous^tendant les arcs ic^ id, cç\ on sait que 
chacun de ces arcs est égal à la corde correspondante augmen* 
tée d'un infiniment petit du troisième ordre, et que la corde 
enveloppée cd ne diffère de la somme des deux autres cordes 
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ci^ di que d'une quantité du même ordre : il en résulte que 

l'arc '■ est, ainsi que cy, du troisième ordre 5 et 

que, sans commettre aucune erreur de cet ordre, on peut écrire 

cr = sio 9 (ic + ic' — arc ce' ) . 
Or, on a, sans rieu négliger, 

(a) arc ce' = cpcf . sin cp=ie\ sin Ô' ; 



et 



. , e' 

tang ic = sin 6' . tang - 9 

2 



ou 



• (b ) iVr -+- iV sts 2 IC = 2 arc tang . sin 0' tang - ; 

ou encore, en négligeant cette fois les infiniment petits d'un 
ordre supérieur au troisième, 

^ ^^ c' 2 e' 

(b') ic -f- iV = 2 sin 9' . tang -sin' 9' . tang* — 

ff 2 J 2 

» 

c' c' I c' 

Ou déduit de là, en remarquant que tang = -^ tang* -> 

-^ — / c' c'\ 2 c' 

/c -f- ic' — arc ce' = 2siD 9' (tang | — -5 sin* 9' . lang* - 

2 c' 2 c' 

= «5 sin 6' tang» — ( i — sin' 9' ) = - sin 9' cos' 9' , tang* --; 
02 3 2 

d'où, en substituant dans l'expression de cy, et remplaçant 

c' «' 
tang -par-, 

(1) w= — c'*sin9.sin9'cos'9'. 

^ ' 12 

Enfin, en désignant par e, A et ds les angles de contingence et 
de torsion' et Tare élémentaire de la ligne aa\ on a les rela- 
tions connues 

c' = — V/ = "TrT/ ' dszzie sm 9 , tang 9'= — == — = -» 
cos9' c(fe9' > b ^/ ^ ^. 
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que Ton peut écrire 

V * ' cos ô' 



ds 

(3) sine=-, 

(4) sin ô' = -cosô' : 

et si on maltiplie membre à membre les relations (i), (sà), 
(3) et (4)9 on trouve, en simplifiant, la formule énoncée 

« 

, « X e.h.ds 

(32) . 



CI 



12 



3. Si on suppose du quatrième ordre la distance entre deux 
tangentes consécutives^ Tun des nombres e, ou h, doit être 
infiniment petit par rapport k ds*^ et la ligne considérée est 
droite dans le premier cas, et plane dans le second. 



CHAPIlîlE VI. 



DES LICITES A DOUBLE COURBURE QUI, CONSIDÉRÉES DAlfS TOUTE 
LEUR ÉTENDUE, JOUISSENT EN CHACUN DE LEURS POINTS d'uNE 
MÊME PROPRIÉTÉ) MÉTRIQUE OU DESCRIPTIVE ^ ET DE LA DÉFINI- 
TION GÉOMÉTRIQUE DE CHACUNE DE CES LIGNES d'apRES CETTE 

PROPRIÉTÉ. THÉORÈMES. ROLE IMPORTANT DE l'iNDIGATRICE 

dans la démonstration de plusieurs d'entre EUX. 



L 

Propriétés descriptit^es. 

59. Si les tangentes d'une ooûrbe rencontrent un plan fixe 
sous un'^angle constant, cette courbe est une hélice, ou une 
ligne géodésique d'un cylindre perpendiculaire au plan direc- 
teur : semblablement , 

Théorème I. Si les tangentes d*une courbe à double cour- 



^ 
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bure rencontrent une sphère fixe S sous un angle constant y 
cette courbe est une ligne géodésique tracée sur un cône con- 
centrique à la sphère directrice, abstraction faite du cas, dont 
la possibilité est évidente, ou la courbe serait une simple ligne 
sphérique, appartenant à une seconde sphère concentrique à la 

« 

proposée. 

Démonstration» Que Ton développe, en effet, sur un plan 

le cône auxiliaire ayant.pour sommet le centre S de la sphère, 

Fig. 3o. ^^ passant par la courbe donnée AA'. Dans 

ce développement, la ligne TT' déterminée 
sur la sphère par les traces des tangentes 
de la courbe proposée, se transformera en 
un cercle ti ayant pour centre le point 5, 
ou se réduira à un point unique f • Dans 
le dernier cas , toutes les tangentes de la 
ligne AA^, transformée, concourent en un 
même point ^ cette ligne est droite, et la 
courbe primitive AA' est une ligne géodé- 
sique du cône déjà défini : dans le premier, 
les tangentes de la ligne A A', transformée, 
coupent le cercle [tt^^ s) sous un angle 
constant; cette ligne est un second cercle 
concentrique au premier, et la courbe primitive AA^ appartient 
à une sphère concentrique à la sphère directrice proposée. . 
CoROLLAi&E. Les tangentes d'une ligne à double courbure 
ne peuvent rencontrer deux sphères, distinctes et non concen- 
triques, sous des angles constants. 

Scolie. Nous verrons plus loin (voir ci -après, chap. VIII) 
que toute surface développable dont une ligne de courbure 
(ou une trajectoire orthogonale des génératrices rectilignes) 
est plane y a pour arête de rebroussemcnt une ligne géodésie 
que tracée sur un cylindre perpendiculaire au plan de celte 
ligne ; toutes les autres lignes de courbure de la surface pré- 
sentant, en outre, les mêmes particularités : semblablement, 
toute surface développable dont une des lignes de courbure 
est une ligne sphérique, a pour arête de rebroussemcnt une 
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ligne géodésique tracée sur un cône concentrique à la sphère 
g liï contient cette ligne ^ et toutes les lignes de courbure de la 
surface appartiennent à des sphères concentriques. Il suffit , 
pour le démontrer, de coocevoîr développé sur un plan le cône 
auxiliaire passant par Faréte de rebroussement AA' de la surface 
considérée, et ayant pour sommet le centre S de la sphère qui 
contient la ligne de courbure donnée TT^ Car la ligne AA^ 
étant une développée de TT', la même relation subsiste encore 
entre ces deux lignes après le développement. Celui-ci doit 
donc transformer la ligne TT', non en un cercle tt\ parce qu'a- 
lors la ligne A A' se réduirait à un point , mais en un point 
unique £ : et ce résultat conduit, comme précédemment, à la 
définition de l'arête de rebroussement A A'. D'ailleurs, l'une 
quelconque des autres lignes de courbure, TiT^, se transfor* 
manten un point unique t^ par le même développement, la 
distance de ce point au sommet S du cône développé représente 
le rayon d'une sphère, concentrique à la première, et conte- 
nant la ligne de courbure considérée. 

On aurait pu éviter une nouvelle démonstration et rentrer 
4^n6 le théorème I, en remarquant qne la sphère S, qui contient 
Ja ligne de courbure donnée, coupe la surface sous un angle 
constant. 

Théorème II. Si les tangentes d *une courbe à doubla coe/r- 
hure sont tangentes à une même sphère y cette courbe est une 
ligne géodésique appartenant à un cône concentrique à la 
sphère*^ ou une ligne sphérique. 

Démonstration. Le théorème actuel est un cas particulier du 
précédent, et se démontrerait, directement, de la même manière. 

Corollaire. Les tangentes d'une courbe à double courbure 
ne peuvent être tangentes à deux sphères distinctes.. 

60. Théorème III. Si par le centre dhilts sphère on mène 
des rayons parallèles aux normales principales d'une ligne 
à double courbure fermée , mais d^ ailleurs quelconque ; leurs 
extrémités forment une courbe fermée, partageant la surface 
d>e la sphère en deux parties éqniv^alentes (Jacobi). 
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.Démonstration, Considérons Tindicatrice sphérique 1(^1 de 
la ligne considérée, et appliquons-lui la construction qui fournit 
la courbe nn^, lieu des extrémités des rayons de la sphère pa- 
rallèles aux normales principales de la ligne primitive; c'est- 
à-dire prenons sur chaque grand cercle tangent à l'indicatrice 
un arc tn égal à un quadrant* Si nous prolongeons, en outre, 
chacun des aï^cs in en nt* , jusqu'au point diamétralement op* 
Fip 3i P^^^ ^^ point f, le point 1! ainsi obtenu 

décrira sur la sphère une courbe t't\ , sy- 
métrique de là première tt^. D'ailleurs, la 
ligne primitive étent fermée, il eh sera 
de même de chacune des lignes //i, t't\ , et 
les aires sphériques enveloppées par ces 
lignes seront 4<}uivalentes. Il suffira donc, 
pour démontrer la proposition , d'établir 
que la courbe n/i| divise en deux parties 
équivalentes la portion de la sphère comprise entre les lignes tt^ , 
'tU\ , Or ceci est évident, car si l'on appelle /, l' les points d'iu-. 
tersection des grands cercles tnt\ t^ n^ t\ , on peut prendre pour 
éléments respectifs des aires sphériques comprises entre Is^ 
coiirbe nn^ et chacune des lignes «1, t't\ , les triangles infinité- 
simaux zVini, i'nni\ 6t comme chacun des arcs in^ in^^ i'n^ 
i^ni diffère infiniment peu d'un quadrant, ces triangles sont 
équivalents. 

Observation: La démonstration précédente n'est autre qua 
celle de M, Bonnet (voir Journal de l'École Polytechnique j, 
1848, page 132), dégagée néanmoins de quelques considérations, 
qui paraissent étrangères à la question, 

61 , TnÉOREME IV, Si les normales principales d'une ligne 
sont parallèles à un plan fixe , cette ligne est une hélice 
cylindrique. (Bertrand, Journal de Mathématiques, i85o, 
page 343.) 

Démonstration, Les tangentes rectilignes de l'indicatrice de 
la ligne considérée, étant parallèles aux normales principales de 
cette ligne, sont, dans Je cas actuel, parallèles à un même plan • 
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rîndicatrice est donc plane et, par suite, circulaire; et les 
rayons de la sphère qui aboutissent à ses différents points font 
avec une direction fixe un an£;le constant. Il en est donc de 
même des tangentes de la ligne primiiive, parallèles à ces 
rayons; et cette ligne est une hélice tracée sur un cylindre 
dont les génératrices sont perpendiculaires au plan fixe donné. 

62. Théorème V. Si les normales principales d'une 
courbe sont parallèles aux génératrices d'un cône de résolu- 
tion, cette courbe est une ligne géodésique d'un héliçoïde dé- 
i^eloppable. 

Démonstration, La réciproque de cette proposition est évi- 
dente, puisque le^normales principales d'une telle ligne géodé- 
sique coïncident avec les normales mêmes de Théliçoïde; et que 
ces dernières étant perpendiculaires aux plans osculateurs d'une 
hélice, lesquels sont parallèles aux plans tangents d'un pre- 
mier cône droit, sont parallèles aux génératrices d'un second 
cône, de même axe que le premier. 

Pour établir la proposition directe, imaginons que, par les di- 
verses tangentes de la ligne considérée tt\ on mène les plans rec- 
tifiants, perpendiculaires aux plans osculateurs correspondants 
de cette ligne. Ces plans formeront par leurs intersections suc- 
cessives une surface dé veloppable, la surface rectifiante, qui est 
ici un héliçoïde On voit aisénaent, en effet, que la génératrice 
de cette surface, pouvant être regardée comme perpendiculaire 
à deux normales principales consécutives de la ligne proposée, 
normales parallèles elles-mêmes à deux génératrices consécu- 
tives d'un cône droit, est perpendiculaire au plan tangent de 
ce cône, et fait avec Taxe de ce cône un angle constant. L'arête 
de rebroussement de la surface rectifiante, dont cette génératrice 
est une tangente, est donc une hélice, et la surface rectifiante 
elle-même est un héliçoïde développable. Enfin les normales 
principales de la courbe proposée, qui appartient à cet héli- 
çoïde, étant normales à la surface, cette courbe est une ligne 
géodésique de rhéliçoïde. 

On peut établir aussi la proposition par l'emploi de i'indîca- 
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trice. Car les tangentes rcctilignes de celte dernière, qui sont 
parallèles aux normales principales' de la ligne primitive, se 
trouvent, dans le cas actuel, parallèles aux génératrices d'un 
cône de i:évolution. L'indicatrice est donc une hélice sphéri- 
que, ayant un petit cercle de là sphère pour dés^eloppée [voir 
page 39). Or, les plans des grands cercles normaux à Tindi- 
catrice sont parallèles aux plans rectiCantsdela ligne primitive, 
et la développée de l'indicatrice sert d'indicatrice à l'arête de 
rebroussement de la surface rectifiante (o'o/r page 76). Cette 
arête, ayant un petit cercle pour indicatrice, est donc une hé- 
lice cylindrique, et lai surface rectifiante est un héliçoïde dé- 
veloppable. 

63. Théorème VI. Si les normales principales d'une 
courbe rencontrent une droite fixe oz, cette courbe est une 
ligne géodésie/ ue tracée sur une surface de rév^olution ayant 
pour axe la droite oz. 

Démonstration. Si Ton considère, en eflet, la surface de 
révolution engendrée par la rotation de la courbe donnée AB, 
autour de l'axe or, la normale à celte surface, en chaque point 
delà courbe AB, devra être normale à cette courbe elle-même, 
et rencontrer en outre l'axe oz de la surface^ et comme ces 
conditions sont déjà remplies par la normale principale delà 
courbe AB, ces deuir normales coïncident, et la courbe AB est 
une ligne géodésique de la surface de révolution déjà définie. 

Il résulte de ce théorème qu'il suffirait, pour rechercher les 
propriétés que présente, par rapport à une droite fixe oz, une 
ligne à double courbure dont les normales principales rencon- 
trent constamment celte droite, d'examiner les liaisons qui 
existent ^ntre une ligne géodésique d'une surface de révolu- 
tion et l'axe de cette surface : or ces liaisons sont exprimées 
parla proposition suivante : 

Théorème VII. En chaque point d\me ligne géodésique 
d'une surface de résolution ^ le rayon du parallèle qui passe 
par ce point^ multiplié parle cosinus de l'angle de ce parais 
lèle et de la ligne géodésique considérée, donne un produit. 
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constant. [CJairaut, Mémoires de V Académie ^ des Sciences, 

1733.) 

Première démonstration. On sait qu'une ligne géodésique 
d'une surface quelconque peut être considérée comme la tra- 
jectoire d'un mobile qui, animé primitivement d'une vitesse 
convenablement dirigée, et n'étant sollicité par aucune force 
extérieure, serait uniquement soumis à la réaction normale de 
la surface. D'ailleurs, et dans ces circonstances, le mouvement 
du mobile étant uniforme, les arcs parcourus sont proportion- 
nels aux temps 5 et l'on a 

(1) ds = c,dtf 

c désignant une constante. D'un autre côté, le mobile pouvant 
être regardé comme entièrement libre et soumis à l'action 
d'une force extérieure représentant la réaction normale de la 
surface supprimée; sa projection, sur un plapi quelconque, se 
meut comme un point matériel sollicité à chaque instant par 
la projection, sur ce plan, de la réaction normale primitive. 

Or, si l'on suppose maintenant que la surface considérée 
soit de révolution autour de l'axe oz, et que le plan de projec- 
tion xy soit perpendiculaire à cet axe, on voit que la projec- 
tion, sur ce plan, du mobile primitif se meut sous l'action 
d'une force émanant d'un centre fixe o, qui est le pied de l'axe 
oz sur le plan xy. Les aires décrites autour du point o par le 
, mobile projeté sont donc proportionnelles aux temps-; et Ton 
a, en désignant par r le rayon du parallèle et par c' une nou- 
velle constante, 

(3) r^doi=c' .eli; 

m 

enfin, de la comparaison des relations (i) et (2), on déduit, 

(3) r. ---— r= ~ = constante: 

^ ' ds c 

et il est aisé d'apercevoir dans cette çelation l'expression ana- 
lytique du théorème VIL 

Seconde démonstration. A A' étant une ligne quelconque 
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tracée sur la surface de révolution qui a pour axe la droite zz^ 
nous désignerons par r, comme précédemment, le rayon du 
parallèle qui passe par ce point ] par rinclinaison de ce rayon 

sur la courbe méridienne ^A du même point*, par i et i-h di 
les angles que la courbe considérée AA' forme, en A et A', avec 
les courbes méridiennes de ces points, et par d(ù Tangle formé 
par les plans de ces dernières. 

Ces notations posées, imaginons, par le centre d'une sphère, 
des rayons />«, oa^oo! parallèles respectivement à l'axe de la 
surface et aux tangentes des sections méridiennes aux points 
A, A' 5 et, ayant construit l'indicatrice (m! de la courbe AA', 
menons les arcs de grand cercle za^ zol (parallèles aux plans 

des sections méridiennes des points A, A') ; .na, cl a! perpendi- 
culaires aux précédents et se coupant en p : enfin, décrivons du 
point p, comme pôle, Tare de cercle aai. On a, dans le triangle 
rectangle aot af, 

(a) a, «' = aa' . cos a = E ces a , 

Eet a désignant Tangle de contingence et Tinclinaison, sur le 

plan tangent, du plan osculateur de la 
ligne A A' en A. D'ailleurs Tare za' 
pouvant être considéré comme perpen- 
diculaire en •Al sur l'arc aoip, on peut 
regarder le point p comme le pôle de 
l'arc ka'^ et poser l'égalité 

d'où l'on déduit 

«,«' = ( a' a' — a a) — / a = r// — b/ a , 

ou 

(b) Oia' =zdi — cosB.rfwj 

et la comparaison des relations (a) et (b) conduit à celte for- 
mule générale 

( 33 ) E^ = E . cos a = di — cos Ô . </w , 




g6 PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE SIXIÈME. 

qui se réduit, dans le cas où il s'agit d'une ligne géodésique, à 

celle-ci : 

di — cos . cfc> = o . 

Enfin on trouve sur la figure de l'espace, et en désignant par 
da l'arc élémentaire de la section méridienne, 

. dr , , y t^^ 

co8G=±-;-î mù)= flfo-. tanc/; cos9.rtw = ± — tangi: 
• d(T ° r ° 

et la substitution de cette dernière valeur dans la formule pré- 
cédente donne successivement 



dizï:— tanc/=0) 

r 


cosi,di, dr • r/.sin/ ,dr 

— ^-T-±— o, . . ± — - o; 

smi r smi r 


d'où, en intégrant, 


\ 


• 


/•=*=' . sin / = constante. 



On pourra d'ailleurs faire disparaître l'ambiguïté que présente 
encore cette formule, en prenant, au lieu d'une surface quel- 
conque, un cône de révolution dont les lignes géodésiques 
sont, évidemment, représentées parl'équalion 

(34) r sin «=: constante. 

Scolie. Les normales principales (ïune ligne à double 
courbure peut^ent-^elles rencontrer constamment deux droites 
fixes, non situées dans le même plan, ou, en d'autres termes, 
deux surfaces de résolution, dont les axes ne se rencontrent 
pas, peui^ent-elles être en contact suivant une ligne géodé^ 
sique? 

Si celte question devait être résolue négativement, le théo- 
rème suivant serait une conséquence immédiate de cette con- 
clusion, et la démonstration que nous allons en donner devien- 
drait inutile. 

, Théorème VIII. Les normales principales d'une ligne à dou- 
ble courbure, ne forment jamais une surface réglée du second 
degré. (Bertrand, Journal de Mathématiques^ i85o, p. 342.) 

DémoTistration . Une ligne à double courbure quelconque 
est, en effet, une ligne asjmptotique delà surface gauche for- 
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niée par les normales principales de celte ligne 5 et il ne passe 
d'ailleurs, en chaque point d'une surface quelconque, que deux 
lignes asymptoliques. Or, dans une surface réglée du second 
degré -(hyperboloïde à une nappej ou paraboloïde hyperboli- 
que), toutes les lignes asyraptotiques sont des lignes droites^ à 
«avoir, les génératrices rectiligncs de la surface^ de Fun ou de 
l'autre système : donc, etc. 

Corollaire. Les normales principales d'une ligne à dou- 
ble courbure ne peux^ent rencontrer en même temps trois 
droites fixes ^ oti, rencontrer deux droites fixes et se trouv^er 
parallèles à un plan fixe : et, en paVtîculier, les normale^ 
principales d'une hélice cyliiidiique quelconque ne peuvent 
rencontrer deux droites fixes, 

64. TnÉOBÈME IX. Si les normales principales d'une ligne 
rencontrent à angle droit une droite fixe OZ, cette ligne est 
une hélice tracée sur ttn cylindre de révolution ayant pour 
axe la droite OZ. 

Démonstration , D'après le théorème VI, la courbe consi- 
dérée est une ligne géodésiqiie de la surface de révolution S, 
qui aurait pour génératrice celle courbe elle-même, et pour 
axe la droite OZ. D'ailleurs les normales principales de la 
courbe, ou les normales de la surface S, étant perpendiculaires 
à Taxe OZ, les plans tangents de la surface sont parallèles à 
OZ, et la surface S est un cylindre parallèle « OZ. La courbe 
considérée est donc une ligne géodésique tracée sur utie sur- 
face cylindrique, de révolution autour de Taxe OZ5 ou une hé- 
lice apparienani à nu cylindre de révolution. . . 



65. THÉORÈivtE X. Si les normales principales d'une courbe 
rencontrent sous un angle constant une droite fixe OZ, cette 
courbe est une ligne géodésique tracée sur un cône de ré\>o- 
lution, ayant pour axe la droite OZ. 

Démonstration , Il résulte encore des données de la ques- 
tion que la courbe considérée est une ligne géodésique d'une 
surface de révolution \ et que les plans tangents de celte sur- 
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face font avec TaxeOZ un angle constant : les tangentes d'une 
section méridienne de la surface, aux diSërents points de cette 
section, font donc avec l'axe OZ un angle constant; la section 
méridienne est donc une droite, et la surface se réduit à un 
c6ne de révolution. 

Obseivation. Les normales principales de la ligne géodési- 
que considérée forment une surface gauche ayant l'axe même 
du cône pour ligne de striction. 

II. 

' • Propriétés métriques. 

66. Des relations existant entre une ligne dont la pre- 
mière courbure est constante, et le lieu des centres de cour- 
bure de cette ligne. 

Soient AA'la ligne proposée; AC, A'C ses rayons de cour- 
bure en A, A'j et CC la ligne des centres de courbure. La 

droite AC, de longueur constante , étant normale à la courbe 
décrite par son origine, est aussi normale à la courbe décrite 
par §on extrémité; et la tangente du lieu des centres de cour- 
bure est, par suite, perpendiculaire à la normale principale. 
D'ailleurs la normale principale, la tangente du lieu des cen> 
ir es de courbure et- la droite polaire, relatives à un même 
point d'une ligne quelconque, sont toujours situées dans un 
même plan; et comme ces deux dernières droites sont l'une et 
l'ajntre, dans le cas actuel, perpendiculaires à la première, 
elles coïncident. Donc les droites polaires , c'est-à-dire les tan- 
génies de l'arête de rebroussement de la surface polaire, coïn- 
cident avec les tangentes de la ligne des centres ; et, par suite , 
la ligne des centres de courbure elle-même coïncide avec Farête 
de rebroussemenl de la surface polaire. Cela posé. 

Les normales principales de l'arête de rebroussement étant 
pfi^rallèles aux normales principales delà ligne primitive, quelle 
que soit cette ligne, les normales principales du lieu des cen- 
- très , dans le cas actuel , coïncident avec celles de la ligne pro- 
posée. 
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De même les laiigenies de l'arêle de rcbrousvsement (?tant, 
quelle que soit la ligne primitive , perpendiculaires aux plans 
• osculateurs de cette ligne^ les tangentes du lieu dés rêntics de 
la proposée sont perpendiculaires k ses plans osculateurs; et, 
par suite, inversement, les pians osculateurs de la proposée 
coïncident avec les plans nofmaux de la ligne des centres. Il en 
résulte que la limite de rinlersection de deux plans osculateurs 
ou la tangente de la proposée coïncide, avec la droite polaire 
' 'relative à la ligne des centres; et la courbe proposée est l'arête 
de rebroussement de la surface polaire relative à la ligne des 
rentres. D'ailleurs le centre de courbure de cette dernière, si- 
tué à la fois sur la normale principale et sur la droite polaire, 
coïncide avec le point correspondant de la ligne primitive, et 
celle-ci est à la fois la ligne des centres de courbure et l'arête 
de rebroussement delà surface polaire relatives à la ligne des 
centres CC dont le rayon de courbure . égal à celui de la pro- 
posée AA', est constant comme lui. 

Enfin , le produit des rayo.ns de seconde courbure d'une ligne 
quelconque et de l'arête de rebroussement de la surface polaire 
est égal au produit de leurs rayons de première courbure : on 
a donc, entre les rayons de la courbe considérée et de la ligne 
des centres de courbure, là relation 

et en réunissant ces résultats, on obtient le théorème suivant: 

Théorème XI. Si l'on considère une courbe dont ta pre^ 
niière courbure est constante et la courbe lieu des centres de 
courbure de la première, ces deux courbes ont mêmes noirna^ 
les principales ^ chacune d^ elles est à la fois la ligne des cen-^ 
très de courbure et V arête de rebroussement de la surface 
polaire relatwcs à Vautre^ leurs premières courbures sont 
égales^ et le produit de leurs secondes courbures est constant 
et égal au carré de la première courbure commune à ces deux 
lignes (Bouquet). 

67. Théorème XII. Si les deux courbures d'une ligne ont 

1' 
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un rapport constant , cette ligne est une hélice cylindiique . 
(Bertrand, Journal de Mathématiques y 1848, page 4^3 ) 

P rentière démonstration. Considérons l'indicatrice spliéri- 
que de la ligne proposée : le rayon de courbure géodésîque Av 
Tindicatrice étant égal au rapport de la première à la secondç 
courbure de la ligne primitive , la courbure géodésique de l'in- 
dicatrice est constante, et rindicalrice est un petit cercle de la 
sphère. Il en résulte que les rayons de la sphère aboutissant 
aux différents points de l'indicatrice, et, par suite, les tangen- 
tes de la ligue primitive, qui sont parallèles à ces rayons, font 
un angle constant avec une direction fixe : et la ligné primitive 
est une hélice^ tracée sur un cylindre parallèle à cette directiorf. 

Seconde démonstration. Considérons la surface recti- 
fiatite relative à la ligne proposée. Les génératrices de celte 
surface sont parallèles aux droites qui mesurent les plus courtes 
distances entre les normales principales consécutives de la ligne 
proposée 5 et Tinclinaison de Tune de ces droites sur cette ligne 

a pour tangente trigonomélrique le rapport ~ de ses deux 

courbures, rapport qui est ici constant, par hypothèse. La 
courbe proposée, qui est toujours une ligne géodésique de la 
surface rectifiante, est donc, en outre, dans le cas actuel, une 
trajectoire sous un angle constant des génératrices reclilignes 
de cette surface , et conserve la même propriété après le déve- 
loppement de cette dernière sur un plan, La courbe proposée 
se transforme donc par le développement de la surface recti- 
fiante, en une ligne droite qui coupe sous un angle constant 
les génératrices développées. Les génératrices sont dohc paral- 
lèles après et, par suite, aussi avant le développement 5 la sur- 
face rectifiante est un cylindre, et la courbe proposée est une 
hélice tracée sur ce cylindre. 

68. Théorème XIII. Si chacune des deux courbures d'une 
ligne est constante , cette ligne est une hélice tracée sur un 
cylindre de révolution, (Puiseux, Journal de Mathématiques , 
tome VII, 1842, page 65.) 
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Démonstration, Les deux courbures de la ligue proposée 
étant sëparëmeat constantes, leur rapport est aussi cous tan t^ et 
celte ligne est une hélice, d'après le théorème précédent. D'ail- 
leurs le rayon de première Courbure de cette hélice étant con- 
stant, il en est de même du rajou de courbure de la section 
droite du cylindre qui la contient (i;o/rpage 7) : Cette section 
droite est donc un cercle , et le cylindre est de révolution . 

69. Théoiième XIV. Toute hélice dans laquelle le rap- 

port -— î- est constant (sans être nul) appartient à un.cylin'* 

dre ayant pour hase une spirale logarithmique ; cette courbe 
est en même temps une hélice conique coupant sous un angle 
constant les génératrices d'un cône de réi^olution, dont l'axe 
passe par le pôle de la spirale et se trouvée parallèle aux gé^ 
nératrices du cylindre. Nous appellerous cette jLOurbc hélice 
cylindro ^conique . 

Démonstration, Le rayon de courbure p et Tare ^cla sec- 
tion droite du cylindre qui contient l'hélice considérée, étant 
respectivement proportionnels aux grandeurs corres{)ondantes 

et analogues de celle-ci , le rapport -- de leurs diflerentielles 

est constant pour la section droite, comme le rapport -— 

pour l'hélice : et Ton encouclut, en premier lieu ( fo/'/.page 89, 
Observation), que cette section droite est une spirale logarith- 
mique. 

Que l'on regarde, eu second lieu, rhélîce donnée comme la 
génératrice d'une surface de révolution ayant pour axe la paral- 
lèle oz aux génératrices du cylindre menée par le pôle o de la 
spirale, et que l'on rapporte la section méridienne de cette sur- 
face à l'axe oz et à une perpendiculaire ox à oz menée dans le 
plan de la section. On reconnaît aisément que les variations 
correspondantes des coordonnées z et x d'un point cle la sec- 
lion méridiexnie sont mesurt^es respectivement par les projec- 
lions, sur Taxe du cylindre et sur le rayon vecteur de la ^spirale, 



102 rUEMlÈRE PARTIE. CHAPITRE SIXIÈME. 

dès arcs correspondants de l'hélice et de la spirale; et que ces 
variations, par suite, sont respectivement égales aux produits 
de ces arcs par des nombres constants. Or le rapport de ces 
arcs étant constant, il en est de même du rapport des varia- 
lions des coordonnées ^ et a: de la section méridienne 5 cette 
section est une ligne droite , et l'hélice considérée appartient à 
un cône de révolution.. ♦ 

Enfin, on voit immédiatement, à l'aide de l'indicatrice, 
qu'une courbe tracée sur un cône de révolution et faisant avec 
l'axe de ce cône un angle constant, coupe pareillement ses gé- 
nératrices sous un angle constant; et la courbe considérée est 
une hélice cylindro-conique , suivant les termes de Ténoncé. 

Réciproquement, V hélice conique , c'est-à-dire la courbe 
tracée sur un cône de rév'olution et coupant ses génératrices 
sous un angle constant , n^est autre que V hélice cylindro- 
conique déjinie préccdeninient , 

On reconnaît, en effet, à Taide de l'indicatrice, que les di- 
verses tasgentes de la courbe considérée font un angle constant- 
avec l'axe du cône, celte courbe étant dès lors une hélice tracée 
sur un cylindre parallèle à cet axe. D'ailleurs la section droite 
du'cylindre, ou la projection de la courbe sur un plan perpen- 
diculaire à l'axe, est une spirale logarithmique. Car d'après la 
définition de T hélice conique, les variations correspondantes 
de l'arc de la courbe et du rayon vecteur issu du sommet du 
cône, soiîl dans un rapport constant : il en est donc de même 
des variations de Tare et du rayon vecteur de la projection; et 
le rayon vecteur de là projection coupe celle-ci sous un angle 
constant, ce qui est la définition de la spirale logarithmique. 

70. Théorème XV. Toute courbe coupant^ sous des aU' 
gles constants, les génératrices d^un cône et celles d'un cylin- 
dre , dont elle est la commune intersection^ appartient néces- 
sairement à un cône de réi^olution, et, par suitc^ est una 
« hélice cylindro-conique . 

Démonstration. Menons, en ellet, par le sommet o du cône, 
un plan xj perpendiculaire à la direction oz des génératrices 
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du cylindre, et désignons par r et z les dislances d'un point 
quelconque de la courbe au sommet du cône et au plan xy. 
On a cette double expression de l'arc élémentaire de la 
courbe : 

cos I cos /'i 

*et l'i désignant des angles constants. Il en résulte 1 équation 

différentielle 

dr dz 







• 


cos/ 


cosi 


-» 


9 


et 


Téquation, 


en termes 


finis, 
r 


z — 


C 





cos/ COSfi 



de la courbe considérée , C désignant une constante. D'ail- 
leurs une hélice, tracée sur un cône quelconque, ayant tou- 
jours le sommet du cène pour point asymptote, Téquation pré- 
cédente doit être satisfaite par r= o et 2; = o ; la constante C 
est nulle, et Ton a simplement 



z 

— ri 



cosi cos/, •" 

ou 

z cos I, 

- = — : — : = constante. 

r cos/ 

Et cette relation exprime que le cône qui renferme la courbe 
considérée est de révolution autour d'un axe oz parallèle aux 
génératrices du cylindre 5 ce qui suffit à la démonstration. 
(Vieille, Compléments ((Analyse et de Mécanique, page 89.) 

71. Théorème XVI. Si une courbe à double courbure et 
/aligne des centres de courbure sont deux hélices tracées sur 
(les cylindres parallèles, la courbe proposée est une hélice 
droite appartenant à un cylindre de révolution, ou une hé- 
lice cylindro' conique. (Tissot, Nouv^elles Annales de Mathé- 
matiques^ i852, page 455.) 

Démonstration, Soient en effet A A' la courbe proposée, 
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ce la ligue des centres de courbure et SS' Tarète de rebrousse-* 
ineut de la surface polaire relative à A A'. Celle dernière étant 
une hélice, il en est de même de SS', çt le cylindre qui la con- 
tient est parallèle au cylindre contenant AA' : donc, par suite 
de l'hypothèse, les hélices SS' et CC/ appartiennent à des cylin- 
j^res paiallèles. Or, on reconnaît facilement, par l'emploi de 
Tindicatrice, que « toute hélice CC, tracée sur un héliçoïde 
développable, cl appartenant à un cylindre parallèle à celui 
qui contient Tarête de rebroussement SS' de l'héliçoïde, est une 
trajectoire des génératrices reclilîgnes de la surface. » Donc, 
dans le cas actuel, la ligne des centres de courbure CC coupe, 

sous un angle constant, et les droites polaires CS, et les nor- 
males principales CA de la ligne A A'. Or on a trouvé (i>o/r 
formule (aô), page 83) 

sin (CC, CA) = ^» 

et il en résulte pour le cas actuel la relation 

R 

— - = consCanle; 

on déduit d'ailleurs ie la formule (26) (f a/> page 81), 



Rî Ry Us/ 



et le rapport —■' étant constant, puisque la courbe est une hé- 
lice, on a simplement 



lis 



= C = constante 



On parvient plus rapidement encore à ce premier résultat, par 
l'emploi de la formule 

tang(CC',CA)=:— -— - = — . , 

qu'il est aisé de démontrer. 

Cela posé, si la constante C est nulle, Rj est constant et 
l'hélice appartient à un cylindre de révolution : dans le cas 
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contraire, on rentre dans le théorème XIV, et la courbe est une 
hélice cylindro-conique. 

Observation, Quand la ligne primitive est une hélice tra- 
cée sur un cylindre de révolution, on sait que la ligne des cen- 
iresde courbure CC/et l'aréle de rebroussement SS' delà surface 
polaire, qui coïncident, sont des hélices de même nature que 
la première, tracées sur un cylindre de même axe que le pre- 
mier-, la ligne de striction de la surface gauche, formée par les 
normales principales, se réduisant à une ligne droite, coupée à 
angle droit par chaque génératrice, et. qui est Taxe même du 
cylindre. Le théorème suivant, dont une partie seulement a été 
énoncée déjà par M. Tissot, met en évidence les propriétés 
analogues de l'hélice cylindro-conîque. 

72. Théorème XVII. Dans toute hélice cylindro-conique^ 
la ligne de striction OO' de la surface gauche des normales 
principales^ la ligne des centres de courbure CC, et F arête de 
rebroussement S&de la surface polaire sont trois hélices cylin- 
dro-coniques^ appartenant à des cônes de même axe et de 
même sommet que celui qui contient la courbe primitive. 

Démonstration, i). Nous occupant d'abord de la ligne de 
striction, soient OC Tare élémentairede cette ligue, GOi =ct 
la plus courte dislance entre les normales principales AC , A'C*, 



rla distance AO et m le rapport constant ^ relatif à Fhélice 
AA'. On a 

tang(00',AC) = g^=J^. 

Or la ligne AA' étant une hélice dont les génératrices sont pa- 
rallèles fi' la plus courte distance OOi, cette plus courte distance 
o et Tare élémentaire A A' = rfS sont dans un rapport constant; 

en outre, à cause de la relation -— = -^= constante, AO ou 

CiO . R. j 

/'est proportionnelle à AC ou R,, dr est proportionnelle à 

rfRi, et Ton a, par suite, 

,ang(00',AC) = - = C — = C', 



lo6 PAEMIERË PARTIE. CHAPITRE SIXIEME. 

C et C désignant des constantes. Il résulte delà, eu général, 
que, parmi les hélices^ celles qui appartiennent à un cylindre, 

ou à un cône de^ réi^olii- 
fiofty sont les seules pour les- 
quelles la ligne de strieiion 
de la surface gauche des 
normales principales soit 
une trajectoire des généra- 
trices rectilignes de la sur* 
face; et, en particulier, que 
la ligne de striction 00' re- 
lative à riiélice considérée 
A A', est elle-même une hé- 
lice tracée sur un cylindre 
parallèle à celui qui con- 
tient cette ligne. D'ailleurs, 
dans tonte surface gauche 
à plan directeur^ les trajec^ 
toircs orthogonales des génératrices rectilignes^ projetées sur 
ce plan^ ont pour commune déi^eloppée la projection de la 
ligne de striction de la surface, Donc^ dans le cas actuel, la 
section droite du cylindre contenant la ligne de striction 00' 
est la développée de la spirale logarithmique qui sert de base 
au cylindre contenant AA' ^ cette section droite est une spirale 
logarithmique égale à la première et de même pôle, et la ligne 
lie striction 00' est une hélice cylindro-conique tracée sur un 
cône de même axe que celui contenant V hélice primitive AA'. 
(/^o/V Théorème XIV.) 

2). Si l'on désigne, en second lieu, par /^ le pôle commun des 
spirales aal ^ 60' projections des hélices A A', OO', et que , pro- 
jetant sur le même plan CC suivantcc', on joigne />a, po^ pc : 

, OA r; , , 

on voit que le rapport ^^ == ^-| étant constant, le rapport 




OC R 



égal *- est constant, ainsi que le rapport — • Mais déjà, sur la 
figure, le rapport - — et Tangle/^^o, ou pac vsonl constants 5 et 
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il résulte de tout cela que le rapport — et l'angle ^ac sont con- 
stants, et que le triangle pac est donné d'espèce. L'angle apc et 
le rapport — sont donc constants à leur tour, et le point c 

décrit une spirale logarithmique, égale à chacune des précé- 
dentes aa', oo\ et de même pôle qu'elles. Il résulte, en outre, 
des relations précédentes entre les spirales aa' et ce' ^ et du pa- 
rallélisme constant de AC et de ac, que le point c décrit une 
hélice sur le cylindre ayant pour base ce', de la même manière 
que le point A sur le cylindre ayant pour base aa!. 

Les éléments correspondants des lignes aa' et ce' étant, en 
effet, dans un rapport constant, on a 

ce . sin 7 

———7—' = constante; 

AA'.sina 

elles projections sur Ce et A a des éléments correspondants CC 
et AA^ étant égales entre elles , on a 

• CC'.cosv 

— ■ = 1: 

A A .ces a 

on en déduit 

tanc a 

— 2— = constante, 

tang7 

et, par suite, y est constant comme a. On en conclut que la 
ligne des^ centres de courbure CC est une hélice cylindro-co- 
nique, de même axe que les précédentes , A A' et OC. 

3). Quant à Tarêle de rebroussement de la surface pa- 
laire SS', ses normales principales étant, dans tous les cas,, 
parallèles à celles de la ligne primitive, et celle-ci étant une 
hélice dans le cas actuel ; SS' et A A' sont des hélices sixuées sur 
des cylindres parallèles; et il en est de même des hélices SS' 
etCC: d'où cette conséquence, déjà énoncée, que CC est une 
trajectoire des génératrices rcclilignes de la surface polaire. Il 
résulte de là que le trièdre formé au point C, par la droite CS, 
la tangente à la ligne CC et la génératrice Ce du cyHndre cou- 
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tenant CC, est constant, ainsi que le dièdre suivant Cf. Or 
si Ton projette, sur le plan de projection déjà employé, SS' 
et ce suivant ss/ et cc\ il est facile de voir que les droij.es se 
qui sont tangentes à la ligne 5i', coupent la ligne ce' sous un 
angle qui mesure le dièdre précédent, et qui, par suite, de- 
meure constant. Si donc on appelle y le centre de courbure en c 

de la spirale ce', que l'on joigne pc, /?y, ps eley^ on reconnaît 
que le quadrilatère cpys^ bî-rectangle en p et ^, est donné d'es- 
pèce, ainsi, par conséquent, que le triangle pas. L'angle cps et 

le rapport — sont constants 5 le point s décrit une spirale loga- 
rithmique égale à chacune des précédentes, et de même pôle 
qu'elles^ et P arête de rebrousse nient SS' de la surface polaire 
est encore une hélice cylindro-conique ^ de même axe que les 
précédentes A A', OO' et CC 

4). 11 est facile de voir, en dernier lieu, que les cônes de 
rév^olution contenant les quatre lignes A A', OCV, CC et SS^, 
ont même sommet P. Car si l'on appelle P le sommet du cône 
contenant AA', et si l'on conçoit. que ïe point A se rapproche 
indéGniment du sommet P, le rayon de courbure AC = Ri 
de A A', qui est proportionnel à la distance PA , tendra indé- 
lîniment vers zéro. Donc les trois côtés du triangle ACS, donné 
d'espèce, tendent simultanément vers zéro en même temps que 
le point A tend vers le sommet P. Il en résulte que les sommets C 
et S de ce triangle, et le point Oqui divise le côté AC dans un 
rapport constant, tendent à se confondre avec le point A, pen- 
dant que celui-ci tend lui-même vers le point P5 et les hélices 
décrites par les points O, C et S ont, pour point asymptote 
commun, le sommet P du cône contenant l'hélice AA'5 ce qui 
suffit à la démonstration. 

Remarque I. La surface gauche formée par les normales 
principales de l'hélice AA' contient une infinité d'hélices 
cylindro- conique^, de même axe et de même sommet que la 
proposée 5 ces hélices peuvent se construire par points en divi- 
sant dans un rapport constant (quelconque chaque rayon de 
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courbure AC de la ligne proposée*, et elles sonl les lignes 
asymplotiques delà surface (vozr ci -après le chapitre IX). 

Remarque II. Les rayons de première et de seconde cour- 
bure de r hélice cjlindro-conique sont, en chaque point de 
cette courbe , proportionnels à la distance de ce point à un 
point fixe P. Mais la réciproque n'est pas vraie, à moins que 
l'on n'ajoute la condition que le point fixe P appartienne, 
comme point asymptote, à la courbe considérée. 

73. Problème. Trouver la définition de la ligne à double 
courbure L dont les normales principales peuvent coïncider 
a\^ec les normales principales d^ une seconde ligne \J ; et les 
relations métriques , ou descriptives, existant entre les lignes 
conjuguées L et L'. 

Solution, i). Cherchons, en premier lieu, les relations des- 
criptives qui peuvent exister entre les lignes L, L' qu'e nous 
supposons avoir mêmes normales principales. 

Recourant, à cet effet, aux indicatrices sphériques de ces 

deux lignes, nous remarquerons que les lignes considérées 

ayant mêmes normales principales, la ligne sphérique n«,, 

lieu des exlrémitcs des rayons parallèles à ces normales, doit 

Fig. 34. être la même pour les deux courbes 

L fl L'. Il en résuhe, d'après la gé- 
nération de la ligne n/î, au moyen 
de chacune des indicatrices /£,, tt\ 
[voir page 78), que les arcs de 
grand cercle //A, nd sonl des qua- 
drants, et sont en outre tangents 

aux indicatrices f/t» ^'^, • Donc l'arc 
de grand cercle ti' joignant deux 
points correspondants quelconques de ces lignes est normal à 
l'une et à l'autre ; les deux indicatrices ont même développée 
sphérique, et Tare de grand cercle normal tl\ compris entre 
ces lignes, conserve une valeur constante. Or cet arc mesure 
Tangle toi' ou son égal, l'angle des tangentes aux lignes L, L' 
menées par des points correspondants de ces lignes. Nous arri- 
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VOUS donc à ce résultat, qui subsisterait encore si les normales 
principales des deux lignes, au lieu de coïncider, étaient seu- 
lement parallèles : Les tangentes des deux lignes conjuguéesL^ 

m 

Vy menées en des points correspondants de ces lignes y font 
entre ell^s un angle constant, La figure sphérique fournit 
d'ailleurs une première expression de la tangente de cet angle 
constant 9 : car en désignant par tt le centre de courbure sphé- 
, rique des deux indicatrices pour les points ^et t', on a 

<p = //' 1= îiy — 7r7 = 9' — 9, 

et, par suite, puisque l'on a 

tang = — - ■» tang ô — ^- > 



(i)- tang<p = 



R. "^ R' 

r; r. 



r; r/ 



R, et Rî, R', et R', désignant les rayons de première et de se- 
conde courbure des lignes L, L'. 

a). Revenons, en second lieu, à la figure primitive compo- 
sée des lignes AB, A'B'et de leurs normales principales com- 
munes A A', BB'^ et cherchons de nouvelles expressions de 
Tangle des éléments cdrrespondants AB, A'B' de ces lignes, 
que nous savons demeurer constant. 

1*^. A cet effet, C étant le centre de courbure de la ligne AB 
pour le point A, décrivons du point C comme centre, et dans 

le plan osculateur en A, ACB, le petit arc de cercle A' A' ter- 
miné h la droite CB prolongée, et joignons Wb\ On voit aisé- 
jTient que la portion de normale principale ^ A A' ou BB', 
comprise entre les deux courbes y consente une longueur con- 
stante, que nous désignerons par la lettre w. Il en ré&ulle queBB', 

B^' ne diffèrent que d'un infiniment petit du second ordre; et 
que là droite Vlb'] déjà située dans le plan normal en B etfai- 



THÉORÈMES. 



I 1 I 



saut avec WP un angle infiniment peu différent d'un droit, 

peut être considcTée comme perpendiculaire au plan osculateur 

x\CB ou A'C&'. Dès lors les triangles infinitésimaux A'ft'B', 

. rectangle en 1/ et dans lequel Tangle en A' est égal à l'angle ç j 

Fig, 35. B'Bè' et A'Cfe', dont les angles 

en B et C représentent les angles de 
torsion et de contingence, H et E, 
de la ligne AB, nous donnent suc- 
cessivement : 




^-^6' 



' t.r 



n'b 



tan^T-X^ 



B'//=H.BB'=H./?, 



De \k,QTi multipliant membre à membre et simplifiant, 



H n 



R. 



n 



'•''"«'' =rR:3:^=R;R:T« 



0» enfin 



W 



langcp = 






1-f- 



// 



K. 



2^. Effectuant ensuite une construction analogue au point C, 
. centre cle courbure de la ligne A- B' pour le point A', les tri- 
angles infinitésimaux A i B , rectangle en 6, et dans lequel Tan- 
glç en A est égal à Fangle <f -, BB'è et AC'i; dont les angles en 
B'el C représentent les angles de torsion et de contingence, ET 
et E', de la ligne A'B', nous donneront de même : 



tang? = A6 ' 



H'.n, --T = 



d'où 



(3) 



Ab E'(R', — /!)' 



langy = 



/2 

R^ 



I — 
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et si J'on réunît les nesultats précédents dans un même énoncé, 
on obtient cette proposition : 

Théorème XVIII . Si les normales principales d'une ligne L 
sont en même temps les normales principales d'une seconde 
ligne L', x^les tangentes menées en des points correspondant^ 
de ces lignes font entre elles unungle constant (y)-, i^ il existe 
entre les rayons de première et de seconde courbure de ces 
lignes, pris isolément ou collecfii^cment , les relations sui- 
v^antes : 

HL JL ^ ^^ 

" R, r; rV^'r! 

(,) tang, = ^^ -=:_ 

a> et n désignant des constantes , 

Obsers^ation , Les formules précédentes, ou du moins des 
formules équivalentes, ont ^té découvertes par M. Ber|rand 
(voir Journal de MathémaUqueSy tome XV, page 332 -, i85o). 
On voit que la première de ces formules exprime que, entre 
les deux courbures d'une ligue possédant la propriété énon- 
cée, il existe une relation linéaire, M. Bertrand écrit celte 
relation sous la forme 

— — -^ — 
Ri R2 

la constante C restant indéterminée, et sa signiBcatioii géomé- 
trique demeurant inconnue. Les relations (i) permettent de 

lever cette indétermination, et donnent C i= pour la va- 

iaiig<p '■ 

leur de cette constante. 

Corollaire. Si on- suppose Tangle ç égal a un droit, les 
formules générales ( i ) se réduisent à celles-ci : 

R, = — //, R',=:/?, R,R', =:/?=; 

• relations déjà trouvées, dans l'un des numéros précédents, entre 
une ligne L dont la première courbure est constante, et la 
ligne L' lieu des^ccnlres de courbure de la première. 
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74. Théorème XIX. Réciproquement^ s* il existe entre 
les deux courbures d'une ligne AB une relation linéaire^ on 
peut construire une seconde ligne A'B' ayant mêmes normales 
principales que la première y et il existe entre les rayons de 
\courbure dexes lignes, outre la relation supposée^ les autres 
relations exprimées par la formule [i) (fe la page précédente. 

Démonstration, Mettons la relation donnée sous cette 

forme : 



n 



(i) =C = conslanle, 

et, la constante n étant, pour fixer les idées, supposée posi- 
tive, portons sur le prolongement de» rayons de courbure de 
la ligne AB ou L, à partir de cette courbe, des longueurs A A', 
6B', . . . égales à la ligne n : les points ainsi obtenus formeront 
une courbe A' B', ou L\ située toute entière mir la surface gau- 
che S formée par les normales principales de la courbe L, et 
coupant à angle droit les génératrices de cette surface. Or 
nous allons établir que la ligne L', ainsi définie, a mêmes nor- 
males principales que la ligne L. 

Et d'abord, les tangentes menées en des points correspon- 
dants A et A' des lignes L et Uy font entre elles un angle cons- 
tant^ dont la tangente trigonométrique est précisément égale 
à la constante C (voirla. figure de la page m). 

Soient, en effet, O le point central de la génératrice AA'; 

0(y la plus courte distance entre AA' et la génératrice infini- 
ment voisine BB'*, 4>, <I>' les inclinaisons des plans tangents de 
la surface S en A, A' sur le plan tangent en O, inclinaisons 

mesurées par. les angles que forment avec 00' les tangentes des 
lignes L, Lf aux mêmes points ; y = 4>' — 4> Tinclinaison mu- 
tuelle des plans tangents en A, A', ou des tangentes aux lignes 
L, U aux mêmes points 5 et soit enfin k le coefficient de distri- 
bution des plans tangents de la surface S pour la génératrice 
AA'. 

8 



ii4 premièhe pautie. — chapitre sixième. 

On a, comme on sait (i»oi> page lo, n® 9), 

tang O = X .oA, tang <!>' = k,oM = k [ok -+- n)\ 
d'où 

langç — lang(4>'— 0)5= — --rr — r 77 = =— ,# 

ou 

71 / 



{a) '^°S^=.iH-(/-.oA)^-^/i./-.(;t.oA) 

D'un autre côté, 4> n^étant autre chose que Tinclinaison, sur 
le plan osculateur de la ligne A6, de la plus courte distance 
entre deux normales principales consécutives de cette ligne, 
on a [voir la formule 23, page 79), 

tang* = tang = --? 
et, par suite, 

[b) - k.okzzz:^, 

enfin on a trouvé pour le coefficient k (voir la formule 24 > 
page 81), Texpression 

^'^ ^~ r;.r. ' 

et si on remplace ft.o A et k par ces valeurs dans la formule (a), 
il vient 

R. , B3 
tang ç = ~ * 



'-^Vr.) "^"-RT-RrrR; 

d'où^ en réduisant au même dénominateur et simplifiant. 



(^) tang(j> = ^ 

1 H 

R. 

Ainsi la tangente de l'angle 9 a précisément pour valeur cette 
fonction des deux courbures de la ligne AB qui demeure cons- 
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tante d'après l'hypothèse exprimée par la relation (i)-, et, par 
suite, Vangle (p est constant : or ce résultat est suffisant pour 
établir que les droites A A', BB', . . . qui sont déjà les normales 
principales de la ligne AB, sont aussi les normales principales 
'de la ligne A'B' (vàirla figure de la page 109). 

Considérons, en effet, les indicatrices sphériques tti^ t't\ des 
lignes AB, A^B'; et soit 71/2, la ligne sphérique formée par les 
extrémités des rayons on parallèles aux normales principales 
de la sçule ligne AB, ou aux génératrices de la surface gauche 
déjà considérée. Les tangentes en A, A' des lignes L, L' étant 
toutes les deux perpendiculaires à la génératrice AA', le rayon 
o/i, parallèle à cette dernière, est perpendiculaire au plan foi'; 
le point n est le pôle de l'arc d£ grand cercle m', et l'arc nt est 
perpendiculaire à l'arc tt\ qui demeure, par suite, toujours 
normal à la ligne tti : cet arc tl' est d'ailleurs constant, puis- 
qu'il mesure l'angle constant des tangentes aux lignes L, L'; 
on vient de voir qu'il demeure toujours normal à la ligne tt^ 
décrite par son origine ?, il demeure donc pareillement nor- 
mal à la ligne tT], décrite par son extrémité t'. Les indicatrices 
des lignes AB, A'B' ont donc même développée sphérique; par 
suite la ligne sphérique des normales principales^ n/i|, est la 
même pour les deux courbes AB, A'B', et les normales princi- 
pales de ces courbes sont parallèles. Enfin, la normale prin- 
cipale en chaque point A de la courbe AB passant constam- 
ment par le point correspondant A' de la courbe A' B', la nor- 
male principale de celle-ci, qui passe par le même point et 
qui est parallèle à la première, se confond avec elle; et les 
deux courbes ont mêmes normales principales, 

75. TnÉoaÈME XX. Si les normales principales d'une 
ligne L sont en même temps normales principales de deux 
autres lignes distinctes^ U etL/\ chacune de ces lignes est une 
hélice tracée sur un cylindre de ré\>olution^ et la surface for- 
mée par leurs normales principales est un héliçoïde gauche à 
plan directeur. 

Démonstration, Désignons en effet par m' et n" les portions 

8. 
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constantes des génératrices de la surface gaiïche des normales, 
comprises entre la courbe L et chacune des courbes L' et L": 
par (^' et ^'' les angles constants des tangentes de la ligne L avec 
les tangentes correspondantes des lignes L' et L!'. En appli- 
quant la première des relations contenues dans la formule (i) 
du n*' 73 [i>oir page 1 1 2) à chacun des deux systèmes formés 
par les lignes fi et L', L et IJ\ on a 



(') 





n' 


tang flp' 


R, 


n' 




•-^R. 


• 


«" 


tang îp" — 


R. 


-" 



('•) 



et ces relations, n'étant autre chose que deux équations du 

premier degré entre ~? —-et des constantes, assignent à cha- 

cunc des deux courbures de la ligne L une valeur constante : 
la ligne L est donc une hélice tracée sur un cylindre de révolu- 
tion; il en est de même pour chacune des lignes 17 et L", et la 
surface formée par les normales principales, communes à ces 
lignes, est un héliçoïde gauche à plan directeur. 

CoROLLArRE I. On déduit aisément des résultats qui précè- 
dent, la démonstration du théorème suivant, établi d'abord 
par M. Catalan {Journal de Mathématiques^ 184^5 P^ge 2o3) : 

Toute surface réglée dont les rayons de courbure sont en 
chaque point égaux et de signes contraires^ est un héliçoïde 
gauche à plan directeur. On peut même donner plus de géné- 
ralité à l'énoncé, en disant que : S'il existe sur une surface 
gauche trois lignes L, L', h" coupant à angle droit les généra- 
trices de la surface^ et en chaque point desquelles les rayons 
de courhure de la surface soient égaux et de signes contrai- 
res ^ la surface est un héliçoïde gauche à plan directeur: 

Il suffit^ en effet, pour démontrer cette dernière proposition, 
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de remarquer qu en vertu de l'hypolhèse, et d'après les théo- 
rèmes d'Euler et de Meunier, les plans osculateurs de chacune 
des lignes L, L', U', coïncident avec les plans tangents à la 
surface. Il en résulte que les normales principales de ces li- 
gnes coïncident avec les génératrices rectilignes de la surfac e : 
ces trois lignes ont donc mêmes normales principales ^ chacune 
. d'elles, d'après le théorème précédent, est une hélice apparte- 
nant à un cylindre de révolution^ et la surface est un héliçoïde 
gauche à plan directeur. 

On trouve dans un Mémoire de M. O. Bonnet une démons- 

« 

tration analogue [Journal de F Ecole Polytechniijue ^ 1848, 
page i34). 

Corollaire II. Enfin le même théorème, combiné aveccelui 
du numéro précédent, conduit à la séparation en trois classes, 
déjà établie par M. Bertrand, des surfaces gauches formées par 
les normales principales des lignes à double courbure : La pre- 
mière classe renfermant les surfaces dont les génératrices 
sont les normales principales d'une courbe unique ; la se- 
conde^ les surfaces dont les génératrices sont les normales 
principales de deux courbes distinctes ; et la troisième enfin ^ 
les surfaces dont les génératrices sont les normales principa- 
les d'une infinité de courbes^ cette dernière classe ne conte- 
nant que les héliçoïdes à plan directeur, [Journal de Mathé- 
matiques j i85o, page 332.) 
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CHAPITRE VIL 

DES LIGNES TRACÉES SUR U»E SURFACE DE RÉVOLUTION. — SECTIONS 

PLANES. LIGNES ET CERCLES GÉODÉSIQUES. LOXODROMIES 

ET LIGNES d'ombre. 



76. L'équation en coordonnées polaires de la section méri- 
dienne d'une surface de résolution étant 

(I) /(p,sinax) = o. 
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réquation de la section de cette surface par un plan incliné 
de l'angle a sur réquateur, sera 

(i) /*(/, sina. sinw') = o : 

r origine des rayons vecteurs p et p' étant le point d'intersec- 
tion du plan sécant et de Vaxe^ et les angles », w' étant 
comptés, dans le plan méridien et dans le plan sécant, àpar^ 
tir des perpendiculaires à l'axe situées dans ces plans. 

applications, a). La surface considérée étant un tore; et 
le plan de la section , mené tangentiellement à la surface par la 
projection sur Taxe du centre de la section méridienne : on 
aura, au lieu des équations générales (I) et (i) , 

(I') p' — 2rt cos&).p-f-a'cos*a = o, 



(i') p'* — 2rt \/i — sin'asin'w'.p'-h a^cos'a==o. 

Or cette dernière équation peut prendre, successivement, les 
formes suivantes : 

ç>' z=zas]i — si n' a sin'^ w' ± \/û'sin^a — a^sin'asin'w' 

=:a\j\ — sin'asin^w'ifc/ïsinacos»', 

(p'qZflsinacosci)')^ = a*(i — sin^asin*»'), 

p'^cp 2 à sin a cosw' . ^' -^n^ sin*a -7- <r' =r o ; 
et enfin 

p''zp2asinacosw'. p' — /ï*cos'a = o: 

équation du système de deux cercles, qui démontre le théo- 
rème' de M. Yvon Villarceau. 

b). Soient encore 

{V^ ) p = v/<^os 2 w =r y^i — 3 sin*-* 6> 

l'équation d'une lemniscate de Bernoulli, prise pour section 
méridienne d'une surface de révolution ; et 

(1'') p' = \/ 1 — 2 sin» a sin' w', 

l'équation de la section de la surface par un plan passant par 
le centre de la lemniscate méridienne, et incliné de l*angle a sur 
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l*équateur. Si rt)n pose sin «=:—=? auquel cas Taiigle a esl d 

45 degrés, et le plan de la section est tangent à la surface, 
comme dans le théorème précédent; il vient sintplement 

f I ■ ■ 

p' = ±yi — sin^wr^itcosw 

pour équation de la section coqsidérée, qui est encore te sys- 
tème de deux cercles. On peut d^ailleurs parvenir géométri- 
quement à ce résultat en remarquant que la surface actuelle 
est la réciproque, relative à l'origine, d*un hyperboloïde de ré- 
volution à une nappe, lequel est coupé par le plan sécant con- 
sidéré suivant deux génératrices rectilignes, parallèles entre 
elles, et ayant pour réciproques deux circonférences passant par 
Torigine, et mutuellement tangentes en ce point. 

77. Lignes géodésiques. L'équation générale des lignes 
géodésiques d'une surface de révolution 

( 34 ) r sin f' =: constante, 

déjà établie dans le chapitre VI, peut être obtenue plus simple- 
ment encore par la méthode de Maclaurîn (*). 

Lemme. Parmi tous les triangles rectangles construits sur un 
côté donné de l angle droit , celui pour lequel F excès du temps 
employé à parcourir Vhjpoténuse av^ec une vitesse donnée v, 
sur le temps employé à parcourir le second côté de V angle 
droit ai^ec une vitesse V| supérieure à v, est un minimum^ 
— est celui dans lequel le sinus de F inclinaison de thypoté^ 

nuse, sur lé côté donné de f angle droit, est égal au rapport - 

des vitesses données. Et celte propriété de minimum subsiste 
encore, dans les mêmes conditions, pour des triangles curvili- 
gnes infiniment petits tracés sur une surface quelconque ( Des 
méthodes, page ii3). 

Supposant ce Lemme établi , et remarquant que , pour 



{*) Voir Truite des Fluxions, iomc II, n*>'572 et suiv.; et des MélJwdcs 
Géométrie, Mallct-Bachelier^ i855, page 113. 
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toutes les lignes réunissant le point A au poiptB, la somme 
jdfMi des angles consécutifs formés par les méridiens qui 

aboutissent nux points successifs A,. ..M, M'.-.B de ces 
lignes, est constante; on verra que la ligne géodésique cher- 
chée, pour laquelle | MM' est minimum, coïncide avec la 

ligne pour laquelleladitTérence / MM' — > /-rfi» estminîmoni, 

i désignant un coefficient constant. D'ailleurs, cette différence 
totale sera rendue minimum, sï l'on rend minimum chacune 

des différences élémentaires MM' — >. dta = MM' — X. — **-' 

dont elle se compose : r désignant le layon du parallèle du 
point M'i et M'fi' étant la projection sur ce parallèle de 
l'are élémentaire MM' de la ligne considérée. Enfin, si l'on 
Fig. 36, conçoit que la zone totale comprise entre 

les parallèles extrêmes ait été décomposée 
en un très-grand nombre de zones par- 
tielles par une série de parallèles intermé- _ 
dîaires, la série de ces parallèles étant la 
même pour toutes les lignes qui joignent le 
point A au point B ; on pourra regarder 
comme donné l'arc M fi' de méridien compris ^ntre les paral- 
lèles des points M, M'; et l'on verra dès lors que la différence 



M'jx' _ MM' M'p' 



élémentaire MM' — 1 — " = 



d'après le Lemme, si l'inclinaison i de l'arc M\l' sur le méri 
dién estdéfinie par l'équation 



rsin* = i = constante. c. q. r. d. 

Remarque I. L'équation précédente s'applique encore d'une 
manière plus générale aux ïignes géodésiques d'une classe de 
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surfaces, étudiées par Monge, et comprenant les surfaces de 
révolution : nous voulons parler des surfaces dont les lignes de 
première courbure sont planes et situées dans des plans paral- 
lèles. On sait que les ligues de secondé courbure de ces surfaces 
sont également planes, perpendiculaires aux plans des pre- 
mières , et superposables entre elles : les lignes de première 
courbure, projetées sur le plan de Tutie d'elles, ayant en outre 
même développée. Cela posé, en chaque point d'une ligne 
géodésique dune pareille surface^ le rayon de courbure de la 
ligne de première courbure, et le sinus de V inclinaison de la 
ligne géodésique sur la ligne de seconde courbure^ sont les 
facteurs dun produit qui demeure constant dans toute T éten- 
due de la ligne géodésique considérée. La démonstration 
précédente s'applique, à peu près sans modification, à la pro- 
position actuelle. • 

Remarque II. La même équation conduit encore à cette 
conséquence dont la démonstration est facile, et que nous 
nous contenterons d'énoncer : Les côtés d^un triangle géo- 
désique quelconque j tracé sur une surjace de réi^olution^ for- 
ment, as^ec les lignes méridiennes qui aboutissent aux trois 

m 

sommets , six angles distincts y le produit des sinus de trois 
de ces angles, non adjacents, est égal au produit des sinus 
des trois autres. 

Remarque III. Enfin cette équation conduit encore à ce 
résultat (\aune même ligne tracée sur une surface de rés^olu- 
tion ne peut être à la fois une loxodromie et une ligne géo- 
désique de la surface : exception faite toutefois du cylindre 
parmi les surfaces de révolution, ainsi que de l'équateur et des 
sections méridiennes dans chaque surface. Il en résulte, sous 
les réserves mentionnées, celte généralisation d'une propriété 
négatiy^e, bien connue de la loxodromie sphérîque : quelle que 
fût la nature de la section méridienne du solide terrestre^ sup- 
posé toujours de réi^olution^ la'ligne parcourue par un vais- 
seau qui suit constamment un même rumb de vent^ oblique 
au méridien y ne saurait jamais être la ligne la plus courte 
entre le point de départ et le point d arrivée. 
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78. Expression de t angle de contingence géodésîque 
d\ine ligne quelconque. Que l'on mène^ par deux points infi- 
niment voisins A et A' d'une courbe quelconque tracée sur la 
surface de révolution, deux lignes géodésiques tangentes à cette 
courbe en ces points^ se rencontrant e|i T, et formant en ce 
point un angle infiniment petit qui est, par définition, l'angle 
de contingence géodésique E^ relatif à Tare A A' de la courbe 
considérée. Si Ton mène le méridien du point T, et que l'on 
appelle i, I les inclinaisons de la première ligne géodésique sur 
les méridiens des points A,Ty et i^T les inclinaisons de la 
seconde ligne géodésique sur les méridiens des points A' et T ; 
on aura, d'après le numéro précédent, 

Rsinl = rsîn/, R.sinl'= r'sin/', 

d'où 
• sini rsin/ 

sinI' r'sini' 

7', r^ etR désignant les rayons des parallèles passant par les points 
A, A' et T. On déduit de la dernière relation, en remarquant 
quel — I' = E^, et que les angles 1,1', i' et / sont infiniment 
peu différents les uns des autres, ainsi que les rayons VyT^ et R, 



sinI — sinI' 


I4-I' 

ràini — rsinr „ 2 


— d(rsini) 


sinI' 


/sini' ^^ sinI' 


r' sin /' ' 


et enfin 






{33 bis) 







Le problème suivant va nous offrir une application de cette 
formule. 

79. Problème. Parmi les lignes y de longueur donnée, 
qui sur une surface de réi^olution réunissent deux points don- 
nés^ trou\^er celle qui em^eloppe ,une aire maximum. 

Solution, Imaginons que la zone totale comprise entre les 
parallèles deâ points extrêmes A et B ait été décomposée 
en un très-graud nombre de zones partielles , par une série 
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de parallèles intermédiaires, la série de ces parallèles étant 
la même pour toutes les lignes qui joignent ces deux points : et 
soit A-MM'B la ligne cherchée [fig- 28). Cette ligne étant de 
longueur donnée , renfermant une aire maximum, et réunis- 
sant deux points appartenant à des méridiens dont Tangle est 
donné; l'intégrale 



/' 



(rfS — \^.dfù -f- pi.if6>) 



sera minimum pour la ligne cherchée : en désignant par Rrfo> 
l'aire élémentaire MM' nJm comprise entre cette ligne, deux 
méridiens consécutifs et le parallèle initial ha^ dont on peut 
prendre le rayon pour unité; R étant une fonction du rayon 
du parallèle passant par le point M, indépendante de l'angle &>, 
et dont la forme dépend de la nature de la secticm méridienne. 
Or, on rendra cette intégrale minimum, en rendant minimum 
chacun de ses éléments • 

ou 

MM' — ^^5— -^.MV; 



ou 



MM' ^^-^ ; 

r 



et comme Tare M fjt' de méridien compris entre les parallèles 
des points M et M' peut être regardé comme donné, cette der- 
nière différence sera minimum, d'après le Lemme, si Tincli- 
naison / de l'arc MM' sur le méridien est définie par l'équation 

1 XR — /x 



sinf 



>R 

ou 



{x) XR =r ^ -H rsin/. 

Différentiant celle équation, et remarquant que, 

,_ aire M a M' a' rdî^^drî 
d^ = -*- C = ; = rd7, 
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rfo" désignant Tare correspondant. Mfx' du méridien, il vient, 
successivement, 

'k,rd(T=.d(rsini)^ >,/*cos/.^S = rf(rsin/), 

A rcosi 
d'où, en divisant par Féquation (33 bis) de la page 122, 

/ //N dS 1 

(•r ) — r= - == constante ; 

ce qui démontre que la courbure géodésique de la ligne cher- 
chéeest constante^ et ce résultat, comme on sait, demeure vrai 
pour une surface quelconque. 

80. Des loxodromies . Si rapportant chaque point d'une 
surface de révolution à un parallèle et à un méridien fixes 
ox et oy, on désigne par y Tare du*méridien passant parce 
point terminé au premier parallèle, et par x l'arc du parallèle 
passant par le même point et terminé au premier méridien, 
on trouvera immédiatement 

dx'.=. tang i >dy y 
et 

(3) 07 = 7. tang/ 

pour équation d'une loxodromie passant par l'origine des 
coordonnées. L*aire interceptée entre le premier méridien, la 
trajectoire et un parallèle quelconque, a pour différentielle, 
dans le même système, 

xdy ='tang / .ydy \ 

et l'on en déduit, pour l'aire elle-même, 

(4) w= -jr'.tang/. 

De la forme de l'équation (3) il résulte, ainsi que Ta fait 
remarquer M. l'abbé Aousl [Journal de Mathématiques, 
tome XI, 1846, page i84)» que la loxodromie joue, sur une 
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surface de révolution, le méaie rôle que la ligne droite dans 
le plan. En particularisant cette observation générale, on 
parvient aux résultats suivants : 

I • Les loxodroinîes issues d'un même point de la surface 
déterminent sur un parallèle quelconque des arcs propor-^ 
tionnels» 

2. Les sommets dun triangle variable ^ formé par des 
loxodromies, glissant sur trois parallèles donnés y et les deux 
premiers côtés tournant autour de deux points donnés^ le troi- 
sième côté, ou côté libre, passe continuellement par un troi^ 
^ième poin t fixe . 

. 81. Rayon de courbure géodésique d'une loxodromie. 
Nous avons trouvé dans le chapitre précédent [^voir page gS, 
formule (33)J, pour Tangle dé contingence géodésique d'une 
ligne quelconque tracée sur une surface de révolution, 

E^ = E ces fl ==: rf/zfccos Q.dbi : 

cette équation devient, en supposant que la ligne considérée 
soit une loxodromie, et négligeant les signes, 

E^=cosO. rf«, 
d'où 

_^/S_ fis 
''*"" E^ ~cosô.«/w" 

On a d'ailleurs 

,^ rd(ù 
sini 

r désignant le rayon du parallèle passant par le point consi- 
déré^ et si Ton substitue celte valeur dans la formule précé- 
dente, il vient 

(35) R ^ J^.^, 

* sm / cos 

pour le rayon de première courbure géodésique d^une loxo- 
dromie : cette formule renferme celle qui a été établie précé- 
demment pour la loxodromic sphérique. 
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82. Des lignes iP ombre y relatives à des rayons incidents 
parallèles, 

a). Recourant au mode de représentation sphériquedes li- 
gnes tracées sur une surface de révolution déjà employé dans 
le chapitre VI, considérons l'indicatrice sphérique aaf d'une 
ligne d'ombre AA', et soient z,p les extrémités des rayons de 
la sphère parallèles à Taxe de la surface et à la direction des 
p. » rayons lumineux incidents \ menons les 

arcs de grand cercle zp, pa^ pd qui re- 
présentent, le premier, le plan <Je la 5çc- 
tion méridienne principale^ parallèle aux» 
rayons incidents ; le second et le troisième,^ 
les plans tangents en A et A'; abaissons 
enfin perpendiculairement surpa l'arc za, 
dont le plan est parallèle au plan de la 
section méridienne en A, et qui mesure le complément de l'in- 
clinaison de la tangente en A de cette section sur le rayon 
du parallèle correspondant. 

Le triangle sphérique rectangle zcfip donne 

cos w = cet tp .tâng zai:=:L cet zp . cet , 
ou 

(6) cos «== /ir cet G; 

m.désignant une constante, et w représentant l'inclinaison du 
plan de la section méridienne, qui passe par le point A de la 
ligne d'ombre considérée, sur le plan de la seclion principale. 
On déduit facilement de cette formule, comme nous allons le 
voir, les équations des projections de la ligne d'ombre sur le 
plan de la section méridienne principale çt sur un plan per- 
pendiculaire à l'axe. Soit d'abord, à cet effet, 

(VII) /(r,cotÔ)=ro 

l'équation de la section méridienne, entre les coordonnées par- 
ticulières r et 9, dont la première désigne le rayon du parallèle : 
si on élimine entre les équations (6) et (VII), on aura,po//r/a 
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projection d'une ligne d'ambre sur le plan de téquateur, 

i \ J cos«\ 

(7) - /^r,— j=o. 

En second lieu, l'équation (VII) de la section méridienne 
principale pouvant s'écrire 

si on «limine r entre cette équation et la suivante 

r srrcosw =r.mcotO = r.iw — y 



OU 



rdr 

(7') '' = '"-7fe' 

l'équation résultante en r' et z représentera la projection de la 
ligne d'ombre sur le plan de la section méridienne principale : 
les coordonnées « et r' étant comptées, la première parallèle- 
ment à Taxe de la surface, et la seconde perpendiculairement 
à cet axe. 

83. Application, Théorème. Toute surface de réi^olution 
qui admet une ligne d'ombre plane est nécessairement une 
surface du second degré. (De la Gourncrîe, Journal de 
r École Polytechnique,) 

Démonstration, Le plan de la ligne d'ombre considérée de- 
vant être, à cause de la symétrie, perpendiculaire au plan de 
la section principale, la projection de cette ligne sYir ce plan 
sera une ligne droite dont l'équation pourra s'écrire, en dispo- 
sant convenablement de l'origine, 



/•' = az , 



et si l'on porte cette valeur dans l'équation (7'), il vient, pour 
l'équation différentielle de la section méridienne, 

a. zdz =3 m. rdr y ' 
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d pù, pour la section méridienne elle-même, 

az*=zm, i^ -hC: 

équation d'une courbe du second degré, dont Fun des axes 
coïncide avec l'axe de la surface. 

84. On peut, dans certains cas, reconnairre d^une manière 
très^simple, et sans aucun calcul, la nature des projections sur 
le plan de Téquateur, des diverses lignes d'ombre d'une sur- 
face de révolution. 

Imaginons, en effet, deux surfaces de révolution, construites 
sur le même axe, et ayant pour section méridienne deux cour- 
bes égales dont on pourrait*effectuer la superposition à l'aide 
d'un mouvement de translation, dirigé perpendiculairement 
à l'axe, que l'on attribuerait à l'une d'elles. Si l'on appelle 
points correspondants de deux pareilles surfaces les points de 
ces surfaces situés sur un même rayon perpendiculaire à 
Taxe, il est évident que les plans tangents en des points cor- 
respondants de ces surfaces, sont toujours parallèles : et il ré- 
sulte, en général, de ce parallélisme que les lignes d'ombre des 
deux surfaces, relatives à une même direction des rayons in- 
cidents, sont deux lignes correspondantes. Si l'on suppose, 
en particulier, que la première des deux surfaces considérées 
soit un paraboloïde de révolution, ou une sphère, on obtiendra 
les résultats suivants : 

1 , Dans la surface de résolution engendrée parla rotation 
d^une parabole autour de Vun quelconque de ses diamètres^ 
les lignes d'ombre relatit^es à des rayons incidents parallèles 
se projettent y sur un plan perpendiculaire à l*axe, suivant des 
conchoïdes, 

2. Les lignes d'ombre du tore^ projetées sur le plan de 
r équateur^ donnent naissance à des conchoïdes à base ellip- 
tique ^ que Von peut construire en prolongeant y dhine longueur 
constante, les demi-diamètres d'une ellipse ayant pour centre 
le pied de Vaxe sur Véquateur, 



, SURFACES DÉVELOPPABLES. 



129 



CHAPITRE VIII. 



DES LIGNES TRACÉES SUR UNE SURFACE DÉVELOPPABLE. 



R 



cosa 



Fjg. 38. 



85. Lemme. Le rayon de courbure géodésique^lR.^^g:= 

d'une ligne tracée sur une surface est égal au rayon de cour- 
bure ordinaire^ R^ de la courbe plane suivant laquelle elle se 
transforme par le développement^ sur un plan, de la surface 
dév^eloppable circonscrite à la proposée suii^ant cette ligne. 

Démonstration. Construisons Tindicatrice sphérique aai de 
la ligne considérée AÂi , et menons par le centre de la sphère 

des rayons og, ogi parallèles aux généra- 
trices AG, AiGi de la surface dévelop- 

pable. Les arcs de grand cercle ga, g^a^ , 
se coupant en i, seront parallèles aux 
plans tangents en A, Ai de cette surface \ ils 
seront tangents en outre à la ligne gg^ : 
<;ar cette dernière n'est autre que Tindica- 
Irice de l'arête de rebroussementde la sur- 
face développable ; et Ton sait que les plans 
tangents de Tune coïncident avec les plans 
oscillateurs de Tautre. Dès lors, en posant 




aai = E, §§^5 = AG, AiGi = «î65 ag' = i, a^gx^^i-^di^ et 
décrivant du point i, comme pôle, Tare de petit cercle aa^ 
on trouve 



at.a^ 



OU 



d'où 



di 



dS 



é/0 = Ecosa; 
dS 



R. 



E cos a ces a di -f- dB 



Ai 



nsi 



R. 



dS 



cosa di-^dO 



9 
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a désignant Tangle sous lequel Tare ga coupe la ligue aa^ , ou 
rinclinaison du plan tangent en A sur le plan oscuiatcur de 
la ligne AAi. Or, si Ton développe sur un plan la surfaci; 
AGGi Al 5 rfS, rfi et d6 ne changent pas de valeurs ; di+dQ 
représente l'angle de contingence E' de la ligne AAj transfor- 
mée, et la formule précédente devient 



cos a E' 



C.Q. F. D. 



86. Formules relatives aux courbes tracées sur un cy- 
lindre. 

A Al étant une courbe quelconque tracée sur un cylindre, 
désignons par i et a les angles que la tangente et le plan oscu> 
iateur de cette courbe en A forment respectivement avec la 
' génératrice et le plan tangent du cylindre au même point;, 
par i-^diy a-^da les grandeurs analogues pour le point A^ -, 
et soient p et don le rayon de courbure de la section droite du 
cylindre en A, et Fangle des plans tangents en A, Ai : dS 
désignant Tare élémentaire de la courbe A Ai , on aura d'abord 



(«) 



d» = 



dS.sini 



Si Ton construit ensuite l'indicatrice sphérique aa^ de la 
Fig. 39. courbe AAi , et si ayant mené le rayon og 

* de la sphère parallèle aux génératrices du 

cylindre, de son extrémité g', comme pôle, 
on décrit Tare de petit cercle acf.^ terminé 
aux arcs de grand cercle ga ^ga^ \ le trian* 
gle rectangle acca^ fournira les relations* 




sin<.£^oi 
sin a = — - — 5 
£ 



cos a z=z 



di 
Ë 



et si l'on remplace dtù par sa valeur (a), il vient 
(36) 



R, .sin'/ 
sin a = , 



9 



i^l) 



di 



cos rt = — —, ou K„ = — di. 
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On a d^ailleurs, 

(38) tang/ = 



m 

•en remarquant que Tîntersection des plans tangents menés par 
ies points A, A^ a pour limite la génératrice du point A, et 
appliquant la formule (i4) sur les enveloppes sphérîques, ob- 
tenue à la page 49 ; ^t si Ion multiplie membre à membre les 
relations (36), (38), on irouve, en simplifiant, 

I R|.£.sin/ dS sïni 

•cos^' p {H -h dit) H^ p ' 
ou 

(39; R,^ = ^^£ ,, 

' ^ sm £ . cos f 

pour le rayon de seconde courbure géodésique de la courbe 
-considérée. 

Enfin, si Ton abaisse Tare gp =p z= u perpendiculaire 

sur le grand cercle tangent en a à la ligne aui , la tangente tri- 
gonométrique du rayon de courbure sphérique 3e Tindica- 

trice aai, ou Je rapport ^ des deux courbures de la courbe 

• • • A * 1 / siï> P • ^ P • 1 

primitive AAi, a pour valeur l -r-^-^ — *-> ou, suivant la noia-^ 

tion actuelle ) -^ — r-^ — = -r- > d'après la formule (o'O de 

la page jft ; de sorte que l'on a 

, « V Ra rf . cos I 

^ ^ R, //. cosw 

Cette élégante formule, déjà obtenue par M. J.-A. Serret, 
faiC voir que lé rapport de la première à la seconde courbure 
d!une ligne quelconque est mesuré par le rapport des diffé-^ 
rentielles des cosinus des angles que forment^ as^ec une même 
direction fixe, la tangente de la courbe considérée et la droite 
polaire correspondante, (Journaf de Mathématiques, i85i^ 
i. XVI, p. 195.) 

9' 
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Si Ton pose (4<>) p = conslanie, ou si l'on suppose le cy- 
lindre de révolution, et qu'ayant différentié Téquation (36}, 
on remplac.e dans réqualion résultante {fi et da par les valeurs 

_ Esina — HtaDg/ . , , , . ,,, \ /onv 
— Ecosa et — ; : — 2- tirées des relations (^y) et (38), ou 

trouve, après quelques transformations, cette dernière formule 

Observation, Il convient de remarquer que les arcs ga de la 
figure sphérique actuelle doivent aller en décroissant, quand 
on passe de a en a^ sur la ligne sphérique aUi ; ou, en d'autres , 
termes, que la difi'érentielle di doit être négative. Cette condi- 
tion, en effet, était remplie parla figure 20 delà page 49^ sur 

laquelle nous avons obtenu la formule (38), tang/=: ,- 

et Ton reconnaît aisément que celte dernière devrait être écrite 
iang£ = * . si l'on supposait positive la différentielle di. 

Bemarque. L'arc de grand cercle tangent en un point quel- 
conque a de l'indicatrice représentant le plan osculateur de la 

ligne cylindrique considérée, et l'arc ga qui joint le point g au 
même point a représentant le plan tangent au cylindre; on 
voit que si l'indicatrice sphérique passe par le point g, le 
plan osculateur au point correspondant de la ligne primitive et 
le plan tangent du cylindre qui la contient, au même point, fe- 
ront un seul et même plan. Donc, si la tangente en un point 
d\ine courbe de P espace est perpendiculaire au plan de pro- 
jeciion (et dans ce cas la courbe est tangente en ce point à la 
génératrice du cylindre projetant) , la tangente au point corres- 
pondant de sa projection sera lu trace sur le plan de projection- 
dû plan osculateur de la courbe primitis^e au point considéré :• 
proposition due à M. Chasles 5 ramenant, comme on le voit, la 
construction de la tangente de la projection d'une courbe, au 
point où l'élément de la courbe est perpendiculaire au plan de. 
projection, à la détermination du plan osculateur dé. la ligne 
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que l'on projette j et donnant, par cette réduction même, Tex- 
plicatîon de rineffîcacité des méthodes ordinaires, dans le 
cas particulier en question. (Voyez Journal de Matliémati^ 
quesy 1837, 'lo°^e H, page 293. ) 

^applications. 

87. Posons i =1 constante : la courbe AAi devient une 

hélice, la formule (37) montre que a = - j les formules (36) 

«2 

et (38) donnent 

Rt = .' . > -— = lanu / = constante ; 
sm»« R, ^ 

et Ton voit que, si le cylindre est de révolution, R| et R^ sont 
séparément constants. 

88. Posons ^=. constante et a=i,constantey e*ost-à-dire 
proposons-nous de défiuir, sur un cylindre de révolution, 
la courbe, dont le plan osculateur coupe la surface sous un 
angle constant. 

L^équation (36) résolue par rapport à R,, et divisée par 
•cos a, donne 

R, ptanga 

cos a sm'r 



oa 



pjangrt_ C 



sinw sin' / 



C désignant une constante, et R' représentant (Lenime, 
page 129) le rayon de courbure de la ligne suivant laquelle 
se transforme la courbe cherchée par le développement du cy- 
lindre. On déduit aisément de celte formule que la ligpe trans- 
formée est une chaînette, dont Taxé est parallèle aux*généra- 
trices du cylindre; et comme cette dernière ligne est aussi. la 
transformée de la chaînette cylindrique (Vieille, Compléments 
d' Analyse et de Mécanique, page 202), on voit que /a courbe 
cherchée est la chaînette cylindrique. On a d'ailleurs ces 
expressions des rayons de courbure de la ligne, en chacun de 
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ses points, 

ssn' ' sini.cosi 

et ces formules s'appliquent encore, non plus à la chaînette, 
mais à la courbe a == constante^ dans le cas où le cylindre est 
quelconque. 

89. Posons p = constante et Ri = constante : la for- 
mule (-40)^ dans laquelle nous ferons abstraction de la solution 

cosa = o, ou a = -î qui reproduirait Fhélice déjà considérer 

au n° 87, devient alors 

H 3 sin { . ces r 
On a d'ailleurs, suivanl.la formule (ig), 

*'^ H -h rf« sin I . cos / 

et il résulte de la comparaison de Ces formules que : sur un cy^ 
lindre de résolution, P angle de torsion de la ligne dont la\ 
première courbure est constante^ est proportionnel à la va^ 
riation correspondante de Finclinaison du plan osculateur 
de cQtte ligne sur le plan tangent à la surface. 

90. Formules relatii^es aux courbes tracées sur un cône^ 
Soient aa^ Tindicatrice sphérique de la courbe AÂi, et gg^ 
la ligne formée par les extrémités des rayons de la spbère pa^ 
rallèles aux génératrices oA, oAi ducône; menons lés arc» 
de grand cercle ga^ gi^tt qui se coupent en i, et décrivons du 
point I, comme pôle, l'arc aa. Conservant les notations du 
numéro précédent, et désignant, en outre, par r la longueur o A, 
par dQ Fangle des génératrices consécutives oA . o Ai (mesuré 
sur la sphère par Tare gg^) et par A le demi-angle au sommet 
du cane de révolution, osculateur du cône proposé suivant la 
génératrice oA (l'angle A étant inesuré sur la sphère par le 
rayon de courbure splicrique de la ligne ggi en g) : nous aurons 
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d'abord 

{a) flG = , 

r 

[o) fita=idO. col A = cotA. 

r 

IjC triangle rectangle a a a, nous fournira ensuite les relations 

Slïlfl =r y 

di -4- r/G 

C'OS/Ï = y 

Ta 

qui deviennent, par Temploi des formules (a) et [b)j 

\W ) 9ina =r y 

rtangA 

rfS. sin/ -f- r.r/i 

cosrt = e » 

E. r 

{37') { ou 

On a d'ailleurs 

.5QM ^ . E. sinû 

(38) ung,= -g-^-^, 

comme dans le n^ 86; et si Ton multiplie membre à membre 
les formules (36') et (38'), on trouve, en simplifiant, 

(39') R,„=^IiBi^. 

Les formules correspondantes, du n^ 86 se déduisent de 
celles-ci en posant langÂ == o, r = oo et rtangA = p. • 

Applications. 

91 . Posons A = constante et i = constante : la courbe 
considérée est une hélice tracée sur une cône de révolution 5 
les équations (36') et (37'), divisées membre à membre, four- 
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ni ssent la relation 

sin / 

tanc a = ^ — 9 

^ langA 

d'après laquelle Tangle a demeure constant; et Cy ÇJ désignant 
des constantes, les formules (36') et (38') prennent celte forme 

R.= C.r, ^' = C'. 

Il résulte, de cette dernière, que la courbe considérée est en 
même temps une hélice cylindrique; et il est aisé de voir que 
les génératrices du cylindre, à base spirale, qui la contient, sont 
parallèles à Taxe du cône; car Pindicatrice sphérique aa^ et la 
courbe gg^ sont deux cercles ayant même pôle. 

92. Posons a == - : la courbe est une ligne géodésique, et 

Ton obtient des expressions très-simples de sini, Ri et Rg en 
fonction de r et de tang A* 

93. Posons A = constante et ai=^ constante : l'équa- 
tion (36'), résolue par rapport à Rj et divisée par cosa, 
donne 

r 



R'=C.-T 



sm^i 



pour le rayon de courbure de la ligne suivant laquelle se trans- 
forme la courbe cherchée par le développement du cône. De 
là , en désignant par p la perpendiculaire abaissée de l'ori- 
gine des rayons vecteurs sur la tangente, et remarquant que 

. . p ^, rdr . 

sini= ~? que n= — ? on tire, successivement, 

« 

dr J_ Cdp I _ C __ Cr 

d'où Ton pourra déduire l'équation en coordonnées polaires 
de la courbe transformée : équation qui se présente sous des 
formes différentes, suivant que C est inférieur, égal ou supé- 
rieur à l'unité. 
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94. Scoiie. On pourrait se proposer àe dclerminer Téqua- 
lion générale des lignes trachées sur un cylindre, ou sur un cône 
de- révolution ) analogue à Téquation 



«^ m= 



R; -f- R; I -^ j = constonte, 

qui représente une iîgne sphérique. Mais cette recherche, qui 
présente d'ailleurs des difficultés, pourra-t-elle du moins con- 
duire à un résultat simple? Il est aisé de voir que non, et de 
définir les lignes et les rapports différentiels qui entreraient 
dans l'expression du rayon du cylindre, ou de Tangle au som- 
met du cône de révolution , contenant la ligue considérée. En 
effet) quatre points sont nécessaires pour déterminer une 
sphère, cinq pour un cylindre et six pour un cône de révolu- 
tion : le rayon de la sphère osculatrice, le rayon du cylindre 
et l'angle au sommet du cône, osculateurs d'une ligne à double 
courbure en un de ses points, dépendent donc, implicitement, des 
lignes finies et des rapports différentiels qui naissent de la con- 
sidération simultanée et de la succession de quatre y de cinq ou 
de six points infiniment voisins d'une ligne à double courbure. 

Pour le cas de la sphère, le nombre des points est quatre : les 
trois premiers donnent naissance au rayon de première cour- 
bure ] la succession des quatre points donne naissance au rayon 

dé seconde courbure et au rapport différentiel -7^' : le rayon 

ff R 
de la sphère osculatrice est donc une fonction de Ri, Rs , --—• 

Pour le cas du cylindre, le nombre de points est cinq : les 
quatre premiers donnent naissance aux '^grandeurs Ri, R^ , -— î ; 
et la succession des-cinq points introduit, en outre, les rap- 



ports -7^» ' : le rayon du cylindre osculateur est donc 



une fonction des quantités Ri, Rj, -7^» -70- > — 7 - 

Enfin, on verra de même que l'angle au sommet du cône 
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droit osculateur est* une fooction des mêmes quantités, et des 

nouveaux rapports -ziz^» ^' 

fis dS 

95. Formules relatii^es aux courbes tracées sur une sur- 
face déyeloppable. 

Les formules établies dans le n^ 90 s'appliquent, avec une 
seule modification, aux courbes tracées sur une surface déve- 
loppable quelconque. Il suffit, en effet, d^y remplacer tangA, 
qui représentait le rayon de courbure géodésique de la ligne 
sphérique formée par les extrémités des rayons parallèles aux 
génératrices du cône, par le rayon de courbure géodésique 
analogue relatif à la ligne sphérique formée par les extrémités 
des rayons parallèles aux génératrices de la surface dévelop- 
pable considérée. Or, cette dernière ligne est précisément Tin- 
dicatrice sphérique de Tarète de rebroussement de la surface^ et 

son rayon de courbure géodésique tangÂ est égal à — ; p^ et pt 

désignant les rayons de première et de seconde courbure de 
cettç arête. On a donc les formules suivantes : 

,,/.„.- . p, R,sin'/ 
(oo ) . sina = - • — • j 

pa r 

,o //\ dS,sini-^r,di _ /dS,sini \* 

(37") cosa = ^-^ ou E^=-( hdij. 



(36-37") tanga=r-^£i. 



</S.sin'i 



(38") iang/=: 



p-i dS, sin/-f- r.fli 

Ë sina 
H-hda^ 



(39") R,,^=îl.^ 



p, sin/.cos/ 

applications, 

96. Posons — = constante et i = constante : les for- 

P- 
mules (36-37") et (38'') montrent que l'angle a et le rapport 



suhfàces déyeloppables. lig^ 

R 

-^ sont constanls^ et Bi, Rj sont proportionnels à r. Donc; les 

trajectoires des génératrices rectilignes d^un héliçoïde déi^e- 
loppable sont des hélices, et leurs plans osculateurs coupent 
la surface sous un angle constant. On voit d'ailleurs qu'il est 
nécessaire, pour que z* et a soient simultanément constants , 

que — le soit aussi , oii que la surface soit un héliçoïde. 

97. Posons fl = - : la formule (SS'^) devient 

. E . R, 

^angi = g- «" ^»g' = g- 

Il en résulte que : en chaque point d^une ligne gcodésique 
tracée sur une surface dci^loppable, le rapport de lapremière^ 
à la seconde courbure de cette ligne est égal à la tangente de 
son inclinaison sur la génératrice correspondante de la sur- 
face, 

9 

98. Posons — = constante e^ i = ~ : on a , comme précé- 

demment , 

a = constante ou r/a = o. 

La formule (38") donne d'ailleurs H + rfa = 05 donc H = Oy 
et la ligne considérée est plane. Réciproquement , si Von a 

i = - ef H "= O5 on a encore da:=o, a = constante. Donc, les 

lignes de courbure d\in héliçoïde dév^eloppable sont planes ^ 
et toute surface développablo dont les lignes de courbure sont 
planes est un héliçoïde, ( P^oir le n® 96. ) 

99. Si une surface déi^eloppable a des cercles pour lignes 
de courbure^ cette surface est un cône de révolution. En effets 

ï, û et — étant constants par suite de l'hypothèse, Téqua- 

tion (37'') se réduit à r = constante, ce qui suffit pour établir 
que la surface est un cône, et par suite un cône de révolutions- 
Car les rayons r ayant une longueur conslanle et étant nor- 
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maux, par une de leurs extrémités, à la ligne de courbure AAj , 
ces rayons devraient être également normaux à la courbe 
formée pai' leurs autres extrémités. Mais ces rayons sont déjà 
tangents à cetle courbe, qui est F arête de rebroussement ', 
donc celle-<;i se réduit à un point , et la surface est un cône de 
révolution. 

100. Observation.' — Les trajectoires des généfattices recli- 
lignes d'un héliçoïde dé^eloppable sont des hélices. Cette 
proposition, que nous avons vue résulter des formules précé- 
dentes, peut être établie directement en quelques mots. Il 
suffit, en effet, de remarquer que l'indicatrice spliérique d'une 
trajectoire peut se construire par points, eu menant des arcs 
de grand cercle tangents au petit cercle ggi de la spbère, qui 
sert d'indicatrice à l'arête de rebroussement de la surface, et 

prenant sur chacun d'eux un arc 
constant ga = i. Or le lieu des 
points ainsi obtenus est évidemment 
un petit cercle aai de la sphère, 
parallèle au cercle ggi et de même 
pôle 5 donc la trajectoire considérée 
est une hélice cylindrique, et le cy- 
lindre auquel elle appartient est parallèle au cylindre contenant 
l'arête de rebroussement de la surface. On voit d'ailleurs que 
l'arc de grand cercle ga^ tangent au premier cercle ggi et 
limité au second aûti, coupe ce dernier sous un angle qui reste 
constant 5 donc le plan osculateur d*une trajectoire quelconque 
coupe la surface sous un angle constant. Réciproquement, 
toute hélice tracée sur un héliçoïde dév^eloppablcy et apparte- 
nant à un cylindre parallèle à celui qui contient l'arête de 
rebroussement de la surface, est une trajectoire des gér^éra^ 
trices rectïlignes de Vhéliçoide. Car p étant le pôle commun 
des petits cercles gg^ et aa^ qui servent d'indicatrices à l'arête 
de rebroussement et à l'hélice considérée, les côtés pg et pa 
du triangle sphérique pga , rectangle en g', sont constants \ 
il en résulte que le troisième côté ga est constant aussi, et que 
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llléiice considérée est une trajectoire des génératrices recti- 
lignes. 

Si V hélice, arête de rebroussement de la surface y appar- 
tient à un cylindre de rév^olution, les mêmes conséquences 
subsisteront encore 5 mais avec cette particularité que Vune 
des trajectoires^ en nombre infini, qui correspondent à une va- 
leur déterminée, et d'ailleurs quelconque, de l'angle i, est une 
hélice tracée sur un cylindre de rév^olution. Dans ce cas, en 
efiet, si on développe la surface sur un plan, Farète de re- 
broussement, dont la première courbure est constante, devient 
une circonférence 5 les génératrices delà surface se transforment 
suivant les tangentes de cette circonférence, et leurs trajec- 
toires suivant les trajectoires des tangentes. Or, dans la figure 
ainsi développée , l'une des trajectoires, en nombre infini, 
qui correspondent à une valeur donnée de l'angle 1, est une 
circonférence (décrite du même centre que la première, avee 
un rayon convenablement choisi), et son rayon de courbure 
est constant. De là, en revenant à la surface primitive, on 
. conclut qu'il existe sur cette surface une trajectoire dont le 

rayon de courbure géodésique — !— est constant; et comme il 

estdéjA établi que a et -^ sont constants pour une trajectoire 

quelconque. Ri et Rj sont Tun et l'autre constants pour la 
trajectoire considérée qui est, par conséquent, une hélice 
tracée sur un cylindre de révolution . 

Enfin si, revenant au cas général, on suppose F angle i égal à 

-vies arcs ga^ gf^ ai sont des quadrants, les rayons de la 

sphère aboutissant aux points a, a^ sont parallèles aux tan- 
gentes en g^ gx du petit cercle ggi , et la ligne aa^ est un 
grand cercle de la sphère. Donc les lignes de courbure d^ 
Vhéliçoïde dès^eloppable sont des courbes planes^ et le plan 
de chacune d^elles coupe la surface sous un angle constant. 
Réciproquement, une ligne de courbure d^une surface déve- 
loppable étant plane^ cette surface est un héliçoïde. Les tan- 
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.pentes en g, gi de rindicatrice de Tarète de rebroussement, 
étant en effet parallèles aux rayons delà sphère qui aboutissent 
aux points a, ai du grand cercle servant d'indicatrice à la ligne 
de courbure que Ton suppose plane, sont parallèles à un plaa 
fixe. La ligne ggi est donc plane et circulaire; Tarète de 
rebroussement est une hélice, et le plan de la ligne de cour* 
bure considérée coupe la sui^face sous un angle constant : ce 
qui renferme le théorème de M. JoachimstaL 

Les résultats précédents ont été obtenus analytiquementpar 
M. Molins, dans le cas particulier de Thélice tracée sur un 
cylindre de révolution. (Journal 4e Mathématiques, tome VIII., 

pagei4i-) 

1 01 . Les mêmes considérât! ons conduisent, très-si mplement 
encore, à la solution de cet autre problème, «gaiement résolu 
par M. Molins : Faire passer par une courbe donnée une sur- 
face dév^eloppable telle que^. par le développement de cette 
surjace sur un plan, la courbe se transforme en^un cercle 
de rayon donné Rj,^. [Journal de Mathématiques, i856^ 
page 270.) 

On voit d'abord que le problème est susceptible de deux 
solutions. Car si l'on mène par les tangentes successives de la 
ligne donnée une double série de plans formant avec les plans 
osculateurs correspondants de cette ligne, d'un côté et de 
l'autre de ces plans, des angles a dont les cosinus soient définis 
^n chaque point par la relation 

R. _ R. 



= R ,,^ ou ces a =: — — 5 



ces a '^ R,^ 



les deux surfaces développables, enveloppes des plans decha(|ue 
série, répondront Tune et l'autre à la question. 

Examinons, avec M. Molins, le cas où la ligne donnée est 
«ne hélice tracée sur un cylindre de rés^olution^ et construisons 
les indicatrices sphérîques gg^ et àa^ de l'arête de rebrousse- 
ment de la surface cherchée et de l'hélice donnée : l'indica- 
trice de cette dernière est un petit cercle aai de pôle p, et les 
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arcs ag^ a^g^ ont pour enveloppe la ligne ggy^ [voir la figure 
de la page i4o). 

Ri,^ étant constant, ainsi que le rayon de première cour- 
bure Ri de Thélice donnée, l'angle a est constant-, les arcs agy 
a^gx coupent le petit cercle aa^ sous un angle constant ; le 
point g, où chacun d'eux touche son enveloppe ggi^ s'obtient 
en abaissant l'arc pg perpendiculaire sur ag : et il résulte de 
cette construction que le triangle variable pga demeure tou- 
jours égal à lui-même et que les arcs pg et ga sont constants. 

L'arc pg étant constant, la ligne ggi est un petit cercle de 
même pôle p que le cercle cuii : et l'arête de rebroussement de 
la surface cherchée est une hélice située sur un cylindre paral- 
lèle à celui qui contient l'hélice donnée. 

L'arc g^a étant constant, l'hélice donnée est une trajectoire 
des génératrices rectilîgnes de la surface, et se transforme, par 
le développement de cette dernière sur un plan, en un. cercle 
coupant sous un angle constant les tangentes de l'arête de re- 
broussement développée. L'arête développée est donc l'enve- 
loppe d'une série de cordes égales d'un' cercle, ou un cercle 
concentrique au premier : et Farête de rebroussement "elle- 
même est une hélice dont la première courbure est constante, 
ou une hélice tracée sur un cylindre de réi^olution. 

Les formules précédentes peuvent aussi conduire aux mêmes 
résultats. 



CHAPITRE IX. 

DES LIGNES TRACÉES SUB UNE SURFACE GAUCHE. ' 



102, Observations préliminaires; notation et définitions. 

On appelle, conmieon l'a déjà vu, point central àe chaque 

génératrice OA d'une surface gauche la limite des posilionsr 

occupées 'sur cette génératrice par le pied de la droite sur la- 
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quelle se mesure la plus courte dislance OOi entre cette généra- 
trice et une génératrice infiniment voisine CK A' : le système de 
tous les points analogues, relatifs aux diverses génératrices de 
la surface, formant une courbe continue OCyC que Ton appelle 
ligne de striction de la surface. Il résulte d'ailleurs de cette 
définition q\i en-chaque point de la ligne de striction le plan 
tangent à la surface est perpendiculaire au plan mené, par 
la génératrice guipasse en ce points parallèlement à la géné- 
ratrice infiniment voisine : car il peut être considéré comme 

contenant la droite OOi, sur laquelle se mesure la plus courte 
distance entre ces deux génératrices. 

Les droites indéfinies OOi^ O'O', , CK' O ^ . . . , sur lesquelles se 
mesurent ainsi les plus courtes distances entre les génératrices 
successives de la surface primitive S, sont à leur tour les géné- 
ratrices d'une seconde surface gauche S', que l'on appelle la 
surface conjuguée : et il est évident que les génératrices de la 
première surface reçoivent les plus courtes distances entre les 
génératrices consécutives de la surface conjuguée; les deux 
surfaces étant circonscrites l'une à l'autre tout le long de leur 
commune intersection OO'O'', qui est, en outre, la ligne de 
striction de Tune et de l'autre. 

Dans tout ce qui suit, nous désignerons l'angle de deux gé- 
nératrices infiniment voisines de la première surface, leur plus 
courte distance, le coefficient de distribution des plans tan- 
gents (foir page lo); et les éléments analogues et correspon- 
dants de la surface conjuguée, par 

,0» - , ,, w' 

w, cr, k=z — '^ et w,cT, A-' = — ;• 

Quand nous aurons à considérer une ligne AA' tracée sur la 
surface, nous rapporterons ses points successifs A , A', . ♦ . , aux 
points correspondants O, O' de la ligne de striction par les 
coordonnées spéciales 

AO=:R, A'0' = R-HrfR; 
l'arc élémentaire dS et l'inclinaison /de cette ligne sur la gé- 
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nératrice étant définis' parles équations 



145 



W 



(3) 



^S = 



dKdlm' 



COS l 



cr 



sin i . COS 7 



' dont la seconde devient', quand il s'agit (Je la ligne de striction, 
pour laquelle a = R = y, * • 



(4) 



COt f'o = 



CT 



TJ 



Pour démontrer ces formules, soient, comme précédemment, 
OOi = CT la plus courte distance entre les génératrices infini- 
ment voisines OA, O'A', et OiO'=: cr' le segmeii^ déterminé 
sur O'A' par celte plus courte distance OOj et la ligne de 

^»g- 42. striction OO' 5 menons les droites 

Oja parallèle à OA, Aa parallèle 
et égale à OOi, aa^ perpendiculaire 
sur O' A'5 et A a', qui peut être con- 
sidérée comme l'élément de la tra- 
jectoire orthogonale des génératrices 
issue du point A , et qui forme avec 

A a l'angle f mesurant rinclinaison 
du plan tangent en A sur le plan tangent en O ; inclinaison 
définie par l'équation fondamentale [vo/r p. 1 1 , formule (IV}] : 




{>>■ 



tangf = X-.R. 



On a dans le triïtngle Art'A', rectangle en a', les relations : 



cosi sini 



c 



n'A' 

COt l =± — r = 



o'A' 



Afl' Afi:c6s^ 



sin/.côS(}) ' 
a' A' . COS <f 

' TSF 



D'ailleurs,, la trajectoire orthogonale A a' et la plus courte dis- 
tance OOi interceptant sur les génératrices infiniment voi- 



10 
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sincs OA, O' A' des segmeiUs égaux, on a l'égaliié 



ou 



ou 



ou 



0,a' = OA: 



0,0'-i-0'A' — fl'A'==OA, 



ct' + R H- t/R -^ «' A' 5=11 ; 



enfin 



a'A' =dKdzvj'i 



et la substitution de cette valeur dans les relations précédentes 
fournit les formulées (2) et (3). 

. 103. He présentation sphétique d'une surface gauche et 
4t^ lignes les plus remarquables, ligne de striction, lignes de 
courbure, lignes, géodesiq.ues, lignes asymptatiques ei lignes 
d'ombre d*une telle surface, {Voyez fig. 43, p. i48.) 

Si Ton raène par le centre d'une sphère, de rayon i, les 

rayons cg^ cg'^ . , . , parallèles aux génératrices rectîlignes 
d'une surface gauche quelconque S, leurs extrémités forme- 
ront une courbe spbérique grg', dont l'arc élémentaire ds me- 
surç l'angle w de deux génératrices consécutives de la surface 
primitive S, et dont l'angle de contingence géodésique e^ est 
égal à rangleCd)' des deux génératrices consécutives, correspon- 
dantes, de la surface conjuguée S' : le rayon de courbure géo- 
désîque de cette ligne gg' étant défini dès lors par là formule 

(5) • tang,g^7 = w. . 

Yxk outre, si l'on construit l'indicatrice sphérique ool de 
la ligne de striction OO', les points o, o',..., de cette indica- 
trice seront respective nient situés sur les arcs de grand cerclç 

gy, g'/,..., normaux e(i g,^^...^ à la ligne gg'. L'arc go, et 
le grand cercle tangent en g à la ligne gg\ représentent, en 
effet, le premier, le plan tangent au point O de la ligne de 
striction 5 le second, le plan mené par la génératrice du môme 
point parallèlemenl à la génératrice infiniment voisine^ et 
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doivent être, comme ces deux plans, perpendiculaires entre 
eux. 

Sî l'oii construit de même Tindicatrice aa' d'une ligne quel- 
conque A A', tracée sur la surface : les pUns des arcs de grand 

cercle ag' a' g^,..., joignant les points correspondants des deux 

lignes aa\ gg^^ sont parallèles aux plans tangents de la surface 

^ - Il 

aux points A, A',...*, et Tinclinaison de l'arc ag snr l'arc nor- 

mal go ou gy , ou le complément de V inclinaison de Varc ag 
sur la ligne gg', mesure V angle (p des plans tangents au point A 
de la ligne considérée^ et au point correspondant O de la 
ligne de striction. 

Enfin , la ligne pp^ formée par les intersections successives 

des arcs g^a,g'a',.,., sert d'indicatrice à Farète de rebrous- 
sement de la surface développable circonscrite à la proposée 
suivant la ligne AA' : et si dans la formule (i4) delà page 49/ 

ds . sin a 
tanc ai = 7—9 



'S 

> 

on remplace l'arc ai, l'angle a, ds^ e^ par leurs valeurs ac- 
tuelles, arcgp, - ^ (p, Wjw', relatives à la ligne gg^ eik Tin- 

clinaison de l'arc gp sur cette ligne, on obtient cette nouvelle 
formule : 

dont nous ferons un continuel usage dans ce chapitre, ainâi 
que des principes suivants, par lesquels nous terminerons ceS 
préliminaires. 

A. Si la courbe A A' est la ligne de striction de la surface, 
les arcs ga, g' a' sont normaux à la ligne gg'. 

B. Si la courbe A A' est une ligne géodésique, les arcs ga, g'a' 
sont normaux à ^indicatrice aa'. 

C. «Si cette courbe est une ligne de courbure de la sur/ace, 
les arcs ap,a'p' sont des quadrants, et les arcs gp^ga sont 

10. 
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complémentaires. Car les rayons ca et cp de la sphère sont 
parallèles à la tangente de la ligne de courbure A A' et à sa 
tangente conjuguée, et ces tangentes sont rectangulaires. 

I). Si la courbe A A' coïncide avec Tarôtede rebroussemcnt 

. de la surface développable cir- 
conscrite à la proposée suivant 
cette courbe, ou si la courbe A A' 
est une ligne asymptotique de lu 
surface, la ligne pp' coïncide 
a^ec la ligne aa', et les arcs ga , 
^ a! sont tangents à la ligne aa'. 

E. Enfin, si la courbe h h! est une ligne d'ombre relative à 
des rayons incidents parallèles (ou la courbe de contact d'un 
cylindre circonscrit à la surface) , la ligne pp' se réduit à un 
points et las arcs ga, g' a' concourent en ce points qui est l'ex- 
trémité du rayon de la sphère parallèle aux rayons, incidents. 

104. Rayon de courbure géodésique d'une trajectoire AA', 
sous r angle constant i, des génératrices, rectilignes [voir la fi- 
gure précédente). Décrivant du pôle commun p, les arcsgfA, aq 
interceptés entre les Oivcspag^pa' ^ ^ on a l'égalité ga = hq ^ 
dont la comparaison avec l'égalité donnée,, ga=. ^ ci •=. i, con- 
duit à la relation 

ou, à cause des triangles, rectangles aqa! ,, ghgl , 

(4^) E^.=: Ecos« =:«sin (p. 

On a d'ailleurs, parla formule (2) (^o/r page i45), 



r/S=:-r~: 



cr 



siD ; . cos f 



et, par suite, 



(4o') R.. 



dS 



s 



g 



sin / . k sin ^ cos <p 



14- ^'R' 



sm e 



Il résulte de cette formule qu'cw un même point d'une surface 
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gauchcy la somme des carrés des premières courbures géode- 
siques de deux trajectoires, perpendiculaires entre elles, est 
constante, 

105. Propriétés de la ligne de striction^ cas particuliers 
dans lesquels la ligne de striction esî une trajectoire des gf- 
nératrices rectilignes ; une ligne géodésique j ou une ligne 
asymptotique de la surface. ^ 

Théorème. Unç ligne,, tracée dans de certaines conditions 
sur une surface gauche^ peut étre^ soît une ligne géodésiquc^ 
soit une trajectoire des génératrices rect dignes^ soit la ligne 
de striction même de la surface : et si deux de ces trois pro- 
priétés se troux^ent réunies dans une même ligne de la surface^ 
elle possède aussi la troisième. (O. Bonnet, Journal de VÈ- 
cole Polytechnique^ t..XIX, p. 71.) 

Démonstration. Que la ligue de striction OO' soit d^abord 
une ligne géodésique, ou une trajectoire des génératrices rec- 
tilignes : dans le premier cas (voir la figure précédente), 
les arcs go, g' o'. déjà normaux à la ligne ^y, puisque OO' est 
la ligue de striction, sont aussi normaux à la ligne 00 y puis- 
que OO' est une ligne géodésique. Leâ deux ligues gg^oo' ^ ont 
donc même développée sphérique, et les arcs gOyg^o\ normaux 
à l'une et à l'autre, conservent une valeur constante qui me- 
sure l'inclinaison, également constante, de la ligne OO'sur les 
génératrices delà surface. Dans le second cas, les arcs go ont 
une longueur constante^ ils sont encore normaux à la ligne 
décrite par leur origine g : ils sont donc pareillement normaux 
à la ligne 00' décrite par leur extrémité o; et la ligne 00' est 
une ligne géodésique. 

Enfin, si A A' est à la fois une trajectoire des génératrices et 
une ligne géodésique de la surface, les arcs ga ont une lon- 
gueur constante et sont normaux à la ligne aa^ décrite par leur 
extrémité a*, ils sont donc pareillement normaux à la ligne gg^ 
décrite par leur origine g. Les arcs ga, g' a' coïncident en dir 
rectîon avec les arcs g^o, g^'0'5 les plans tangents à la surface, 
menés par les points correspondants de la ligne considérée A A 
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et de'la'ligne de striction QC, sont parallèles: et ces lignt,^ 
elles-mêmes coïncident. 

Toutes les surfaces gauches dans lesquelles la ligne de 
striction présente ces particularités peuvent donc être engen- 
drées en menant y par chacun des points d^ une ligne à double 
courbure quelconque^ prise pour ligne de striction, et dans le 
plan rectifiant correspondant , une droite faisant ai^ec la ligne 
considérée^ un angle constSit : cçt énoncé contenant, en par- 
ticulier, la génération de la surface gauche de révolution. 

Supposons, en dernier lieu, que la ligne de striction (XV soit 
une ligne asymptotique de la surface : lés arcs go^ g* o' étant 
alors tangents à la ligne oo*^ celle-ci coïncide avec la déve- 
loppée yy' de la ligne gg^ . On a donc constamment 

m 

ou, d'après les formules (4) et (5) ("voir pages i45, i46), 

-; = -7 OU A- = A. 

En outre, Tare élémentaire de la développée 00', ou l'angle 
de contingence E de la ligne de striction, est égal à la diffé- 
rentielle r//o de l'inclinaison, go ou gy^ de la génératrice de la 
surface sur la ligne de striction ] et comme d'ailleurs les géné- 
ratrices de la surface sont, dans le cas actuel , situées dans les 
plans osculateurs de la ligne de striction, on a ce théorème : 

Si par les dii^ei^s points, et dans les plans osculateurs cor-^ 
respondants d'une ligne à double courbure quelconque, con^ 
sidérée comme directrices on mène des droites coupant cette 
ligné sous une inclinaison variable dont la différentielle soit 
précisément égale à V angle de contingence de la directrice : 
ces droites seront les génératrices d'une surface gauche S 
aj'ant cette directrice pour ligne de striction, et les coeffi- 
cients de distribution des plans tangents de la surface S et de 
sa conjuguée S' sei'ont constamment égaux. 

En particulier, si par les dis^ers points d'une droite on mène 
de nouvelles' droites ^ non situées deux à deux dans le mé/?ic 
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plan y et coupant la première soas un angle constant :. ces 
droites formeront une surface gauche ayant la droite donnée 
pour ligne de striction* On a un exemple de cette généraiioii 
dans la surface gauche formée par les normales principales 
d^une ligne gëodésique d'un cône de révolution. 

Remarque. La plupart de ces propositions ont été énoncées 
déjà par M. Catalan. [Bulletin de la Société Plulomathiquc^ 
1848, page 68.) 

106* Equation générale des lignes géodàsiques^ sur une 
classe particulière de sur/aces gauches. Théorèmes sur le 
triangle géodésique. [Foirpage^ 147, remarque B.) 

Les arcs .g'a, g^a^ étant normaux à rîndicatrice ad^ de la 
Fig. 44. ligne géodésique considérée A A', on a, en* 

abaissant l'arcg/i perpendiculaire sur g' a', 



/}j\ 




g^h=±g<i -- g' a', 




ou 
ou 


•h 

gg\Bmrf — fil, 


V 


(7) 


di "+■ «> sin : 



ce qui montre, en passant, que la variation de V inclinaison 
d'une ligne géodésique sur la génératrice rectiligne de la 
surface a la même valeur^ pour toutes les lignes géodésiques 
issues d'un même point de la surface et terminées à la gêné- 
ratrice infiniment voisine. 

Quelle que soit d'ailleurs la ligne considérée AA'j on a, par 
la formule (3) [voir page i45) : 

COtl = CCS 9, 

et l'on déduit, de la multiplication membre à membre des 
deux dernières équations, 



cet / . di = 



. (i.sini 



sm/ 



= rt/^ (r/RdbGrO*^"?-^^^?> 
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• ■ ■ • 

ott enfin , en employant la formule (i) tangf = /r . R, 

équation générale des lignes géodésîques d'une surface gauche * 
quelconque : 

Si l'on pose . . 

(A) . IT-"' ■ 

• ' l A =2 constante, 

le second membrç devient unie différentielle exacte; l'équa- 
tion (8) est susceptible d'une première intégration, et on 
trouve en l'effectuant, 

• • 

. L.sin/ = ±:it(i4-it'R')-f-L.c; • 
ou • \ . 

(A') sinj = C(i-i-/t'R=) "=:C(cosç) .. • 

Quant à l'ambiguïté que présente cette formule, et qui pro- 
vient du double signe -h et — que nous avons dû conserver 
dans l'équation (8), il suffira de la faire disparaître pour l'une 
quelconque des surfaces représentées par les équations 

i ct'= O, 

(A) / • • ■ • 

^ ' . ( /= constante. 

Nous choisirons, à cet effet, l'héliçoïde gauche à plan direc- 
teur 5 les autres surfaces, qui sont engendrées, comme on le 
voit aisément, par les bi-normales d'une ligne gauche dont 
la seconde courbure est constante , se prêtant moins bien à la 
discussion. 

Supposons doncque la surface soit un héliçoïde gauche, et 
soit \voir la figure précédente) y le pôle du grand cercle gg'j 
lieu des extrémités des rayons de la sphère parallèles aux géné- 
ratrices de la surface. Menons l'arc de grand cercle y a cou- 
pant gg^ en q. On a, dans le triangle sphérique rectangle aqg^ 

sia aq =r sin ag . sin a^q, ou sin aq = sin i . cosf . 
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Si donc on prenait le signe supérieur dans la formule (A'), on 

aurait 

sïnag = C , aq =z constante : 

L'arc. ya serait lui-même constant; les arcs ay, a'y seraient 
normaux à la ligne aa\ comme les arcs ag^ ci^g\ 6t coïncide- 
raient avec ces arcs ] les plans tangents aux diiTérents points de 
la ligne A A' seraient parallèles à l'axe de rhéliçoïde: et la 
ligne AA' ne serait pas une ligne géodésique quelconque de la 
surface, niais l'axe même de l'hélicoïde. 

Oh doit doiic rejeter les signes supérieurs et écrire, définiti- 
vement. 



sin; 



(o) = C ou s\ni,\/i -t ^^R'=C. 

Observation. L'équation des lignes géodésiques de l'héli- 
coïde à plan directeur, déjà obtenue par M. Catalan [Mémoire 
sur les surfaces gauches^ Journal de V École Polytechnique, 
29^ cahier, i843, page i4îi)> 

cot'e — lû 
I H- a^ 

OU, en rentrant dans notre notation , 

cot^Z — R^ 



t-f-R' 



Cy 



peut Servir de vérification à notre méthode. Elle revient iden- 
tiquement, en effet, à l'équation (9), 



pourvu qu'on fasse dans celle-ci 

et cette particularisa tion du coefficient h résulte implicitement, 
dans la notation de M. Catalan , de la forme même dé Téqua- 
tion 

y 

2=rarctang~9 

X 

qu'il emploie pour représenter Théliçoïde. 
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Applications, La formule (9) 

sin / 
cosy 

conduit à quelques ' conséquences curieuses, relatives aux 
triangles gèodésiques tracés sur Tune quelconque des surfaces 
gauches définies précédemment. 

1). Dans tout triangle géodésique isocèle ajant pour base 
la ligne de striction, la génératrice rectiligne issue du sommet 
est perpendiculaire à la base, et div^ise V angle ùu sommet en 
deux parties égales : en appelant isocèle un triangle dont les 
angles à la base sont égaux; et en remarquant que la ligne de 
striction est ici une trajectoire orthogonale des génératrices et 
une ligne géodésique de la surface. 

Pour démontrer ce théorème, il. suffit de remarquer que la 
constante C, entrant dans Téquation d*une ligne géodésique, 
représente le cosinus de Finclinaison de cette ligne sur la ligne 
de striction, au point où elle coupe cette dernière 5 les con- 
stantes, entrant dans les équations des deux côtés du triangle 
isocèle considéré,, sont donc égales; et ces équations étant 

sin« = C.cos<p, sin£'= C.cos^'; 

si Ton y fait (p = (f\ pour avoir les angles i et i' qui se rap- 
|>ortent au sommet du triangle, on trouve 

sin/ =: sin/' ou i ^= i\ 

2). Les côtés d*un triangle géodésique ABC formant a^ec 
les génératrices rectilignes de la surface, issues des sommets 
de ce triangle, six angles distincts^ le produit des sinus de 
trois de ces angles, non adjacents, est égal au produit des sinus 
des trois autres : propriété analogue à celle du triangle recti- 
ligne, pouvant être étendue, comme, celle-là, à un •polygone 
géodésique quelconque 5 et dans laquelle les génératrices abou- 
tissant aux sommets remplacent les droites issues d'un même 
point dans le triangle rectiligne. 

Pour la démontrer, nous désignerons par (j>^, <f^^ ç^ les an- 
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gles formés par les plans tangents en A, B, C respectivement 
avec les plans tangents aux points correspondants de la ligne 
de striction ^ par /e,A et /c,b les angles formés en A et B, avec 
les génératrices de ces points, par le côté AB ou c; et ainsi des 
deux autres côtés. Nous aurons donc, d'après ces notations, et 

en appliquant successivement la formule = constante 

aux côtés AB, BC, CA, les relations suivantes : 

sin/ç.A _ sin/c,B 
sin/a.B sirivc 



COSepB COS(pè 

sin/A,c _^ smis,A . 
cos<pc cos<pa ' 

dont la multiplication membre à membre fournît la relation 
énoncée. 

107. Equation générale des lignes de courbure. uéppUca^ 
lions. 

L'indicatrice d'une ligne de courbure de la surface étant aa^^ 
et p étant le point d'intersection des arcs infiniment voi- 
sins ga^ g' a- (voir la figure de la page 148), l'arc ap est égal à 
un quadrant, d'après la remarque C [voir page i47) ^ l^s arcs 
gp et ga = i sont complémentaires, et la tangente trigono- 
métriquede Tun est égale à la cotangente de Tautre. Or, d'après 
les formules (3) et (6) des pages i45 et 147? 

coti= ^.cosy, .tanggy?=r ^, ■ cosy ; 

ZS Cl) « Cl(D 



on a donc 

,,, dK±vy' w 

(A) ■ - 



ou, en remplaçant dcf par sa valeur 

dçf z= (A.dK -f- R.</X )pos-(p, 
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tirée de réquation ( i ) , taiig(p = A . R , 



CJCr). 



(lo) (</R±ci') j w'±(A.rfR-f-R.rf^)cos'<pl = 

Cette équation, quoique assez compliquée, douue lieu cepen- 
dant à quelques applications intéressantes. 

i). Posons 

o = w' = ç '=<//' , 

la surface devient un héliçoïde à plan directeur , et l'équation 
se réduit à 



X.e/R .COS'^ =r CT. w, 

ou, en remplaçant cj par ~ et cos*<p par TTïïT' ^ celle-ci 

= ± w =r ± (iil ', 



s/î -f- Â'H' 
ou 

équation générale, suivant les coordonnées polaires R et fî , 
des projections des lignes de courbure de Théliçoïde sur le plan 
directeur (Catalan, Mémoire cité, page i43). On peut d'ail- 
leurs parvenir directement à cette équation, par le seul emploi 

de la formule (3) 

^Rrfccr' 

cot/ = «COSç, 

et en remarquant que, dans le cas actuel , les lignes de cour- 
bure ne sont autres que les trajçctoires, sous l'angle de 45 de- 
grés, des génératrices rectilignes de la surface. 

2). Définition analytique de la surface gauche dont toutes 
les lignes de première courbure sont équidistantés de la ligne 
de striction, de telle manière que la ligne de striction et l'une 
quelconque des lignes de première courbure interceptent des 
segments égaux sur toutes les génératrices. 

Si Ton suppose cette condition remplie par toutes les lignes 
d^j première courbure,.réquation générale de ces lignes, (10), 
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devra être satisfaite par la substitution 

^R = ou R = constante =r C : 

quelle que soît d'ailleurs^ .pour chaque point de la ligne de 
striction, la valeur attribuée à cette constante. Or, si Ton 
introduit l'hypothèse rfR = o dans Téquation (lo), et si, après 

avoir multiplié tous ses termes par — ^ = i -4- A*R', on l'or- 
donne par rapport à R , elle devient • 

et cette équation devant être satisfaite par une valeur quel- 
conque attribuée à R, doit se réduire à une identité, ce qui 
donne les deux équations de condition 

tff'. //A" = o, o6) ip Cf ' «' = ô , ' 

ou les deux systèmes d'équations 

(C) <"'='•' 



Bj.w = O; 



, ,. ( û^/- r= O OU X- = constante , 

( CTw == ct' tt)' bu /•' = /•. tang' l'o • 

Le système (C) se décompose lui-même en deux : 

o = C7 = cr' OU o = ct' = «. 

Les équations o = cy = c/, ouo = ver* -f-a'*, représentent 
une surface gauche dont la ligne de striction se réduit à un 
point, c'est-à-dire un cône quelconque^ et les dernières 
o = cy' = 0) représentent un cylindre. 

Il résulte de là que les surfaces gauches proprement dites y 
possédant la propriété énoncée, sont définies analytiquement 
parles équations (C) : 

( k = constante, 

(10)2 \ . . 

^ ^ |/'' = Atang»/o. 

On reconnaît aisément d'ailleurs que la dernière équation 
exprime seulement que la ligne de striction est une ligne de 
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courbure.*, et l'on a par conséquent ce théorème ; Toute surface 
gauche dont une des lignes de première courbure coïncide av^ec 
la ligne de striction y et dans laquelle le coefficient de distri- 
butiori des plans tangents est constant, a toutes ses lignes de 
première courbure èquidistantes de la ligne de striction (*). 

3). Cherchons en particulier à définir celle des surfaces 
gauches jouissant de la propriété précédente, dont la ligne 
de striction coupe les génémitices sous un angle constant: 
ce qui nous fournira en même temps une vérification. 

Lm ligne de striction de la surface cherchée étant une trajec- 
toire des génératrices reclîlignes, est aussi une ligne géodési- 
que suivant le théorème du n^ 105. Etant à la fois ligne géodé- 
sique et ligne de courbure, la ligne de striction est plane, les 
génératrices de la surface étant dès lors situées dans les plans 
menés par les tangentes de la ligne de striction perpendiculai- 
rement au plan d^ celle ligne, et faisant avec ces tangentes 
l'angle constant i^. Or, ce premier résultât, joint à la relation 
A = constante , conduit aisément à cette conclusion : que la 
ligne de striction est un cerclie, la surface cherchée étant dès 
lors rhjperboloïde de répolutiony à une nappe. 

Soient, en effet, y le pôle commun du petit cercle g^ et du 

grand cercle oo' qui sert d'indicatrice à la 
ligne de striction; E, <iS et Rj l'angle de 
contingence, l'arc élémentaire et le rayon 
de courbure de la ligne de striction. On a 



Fig. 45. 




/\ 



û) =:gg* =:f ,sin gy^= 00' , cosgo = E eosfo > 
ou 



E=^ 



&> 



d'où 



COS^o 



et cs== tfi S . sia i^ y, 



rfS = 



CI 



sm /o 



(*) On peut ajouter que tes lignes de seconde courbure déterminent, sur les 
génératrices rectilignes, des divisions homographiques. 
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et l'on en déduit 

R, = -j;- = = Constantin, 

E k tang lo 

puisque h et /'o sont Tun et l'autre constants. c. q. f. d. 

On aurait d'ailleurs, pour la surface conjuguée S', 

R, = 



/•' cet /, 

é 

et il résulte, de cette double expression de Ri , la relation 

k^ z=z^ , tang' j-'o . 

4). Définir la surface gauche dont les lignes de cour- 
bure sont des trajectoires des génératrices reclilignes de la 
surface. 

Une ligne de première courbure de la surface cherchée de- 
vant couper sous un angle constant toutes les génératrice* de 
la surface, et étant elle-même coupée à angles droits par toutes 
les lignes de seconde courbure, 11 en résulte que ces dernières 
sont inclinées d'un même angle sur les génératrices^ et il en 
est de même pour les lignes de première courbure. 

Spit donc i Tinclinaison constante des lignes de Tune des 
courbures sur les génératrices : posons 

cet / = C, 

et introduisons tîette constante C dans Véquation (3) de la 

page 145; il viendra 

^ rfRdrw' 

C= -COSi- 

d'où 

^ Cet 

</ R . cos (p = C cT ZE: cr ces 9 , et c/Rztcr = • 

^ ^^ ces ® 

Si l'on porte ces dernières valeurs dans l'équation générale 
(lo) des lignes de courbure (page i56), on trouve, successi- 
vement, 

Cc7 



ces 7 



I w'itRcos'cp. dk iXcosç. C. raZ^kW QOS^r^ | =rcjw, 
±^cr.Ccos<p + w'ih(R. dk-:^kTs')cos*if= ' ^ ? 
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OU, à cause de /r.C7 =00, / 

d'où, en remplaçant cos cp par — , el élevant au carré, 

(10)3 L'(i4-*^R')±:(RrfA-ip^tiT')j'==(^'(^qiCy(i4.^^R% 

Cette équation, duquatrièmedegréenR, montre qu'il existe, 
en général, sur chaque génératrice d'une surface gauche guel- 
conqué^ quatre points tels^ que l'une des lignes de courbure 
passant en ces points coupe la génératrice sous T angle /défini 
par la formule coli = C5 mais, dans la surface cherchée, cette 
circonstance doit se reproduire en tous les points de chaque 
génératrice : l'équation précédente doit donc être une identité, 
et les coefficients des diverses puissances de R, R*, R'..R®, 
doivent être identiquement nuls. Or, le coefficient de R* étant 
Cl)'* . A*, on doit avoir d'abord 

{ni) ft)'=:0, 

et l'équation de condition (10)3 se réduit alors à celle-ci 

qui doit -se réduire elle-même à une identité. La surface cher- 
chée sera donc définie par l'équation [m) jointe aux trois sui- 
vantes '- 

[a) ' /'«'(iqzCy-^f'-^o, 

[b) m .dkz=Q, 

On satisfait à la seconde, soù en posant 

(n) tir'=:o, 
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et la troisième et la première donnent alors, successivement, 

et dk =: o, ou 

(ç) ' A' = constante ; 

soit en posant 

rf X* = o , ou k = constante ; 

et, dans ce cas, la première et la troisième donnent, successi- 
vement, 

C 



I 

-^ip:C=o, et ij' = o. 



«' 


= o, 


tr' 


= o, 


X' 


=: constante, 



Ces deux solutions rentrent l'une dans l'autre ; la surface cher- 
chée est définie par les équations 



(I) 



et linclinaison constante des lignes de courbure sur les géné- 
ratrices est définie par l'équation (p) : 

-q::C=:o, od C'qzi=o, ou cot'r — i=o; 
d'où 

I 

(II) f=45«. 

On a donc ce théorème : L*hèliçoïde à plan directeur est la 
seule surface gauche dont les lignes de courbure coupent les 
génératrices rectilignes sous un angle constant. 

Remarque, La génératrice reciiligne représentant, en 
chaque point d'une surface gauche, Tune des asymptotes de 
l'indicatrice de la surface en ce point, la tangente trigono- 
métrique de son inclinaison sur une des lignes de courbure est 
égale, comme on sait, à la racine carrée du rapport des deux 
rayons de courbure principaux de la surface en ce point. Le 
théorème précédent est donc susceptible de ce nouvel énonce': 

I I 
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Toute surface gauche dans laquelle le rapport des rayons de 
courbure principaux a la wênie valeur en tous les points, de 
la surface, est un héliçoïde à plan directeur^ et le rapport en 
question est égal à Vunilé : ce qui constitue une généralisation 
du théorème de Meunier. 

5). Lignes de courbure des surfaces gauches du second degré, 

La représentation sphérique d'une surface gauche, appliquée 
aux surfaces réglées du second degré ( hyperboloïde à un« 
nappe, ou paraboloïde hyperbolique), conduit d'une manière 
très-simple et sans aucun calcul, si Ton veut, aux équations 
des lignes de courbure d6 ces surfaces. 

Soient, en effet, yy' gg^ Y eilipse sphérique^ formée par les 
extrémités des rayons de la sphère parallèles aux génératrires 
recti lignes de l'hyperboloïde, et que nous nommerons ellipses 
directrice; aa' l'indicatrice sphérique d\ine ligne de cour- 
bure AA' de la surface^ ^87^ ^' s'i' ->' • *' ^^® grands cercles 
parallèles aux plans tangents de la surface en A, A',. . ., et 
contenant les pôles ^et y, g* el y', des quatre génératrices dos 
deux systèmes situées dans ces plans ;7y//w' la courbe enveloppe 
des grands cercles ag^ ^' g^S et /zn' enfin la supplémentaire de 
la courbe mm' , 

D'après des propositions bien connues, dues à M.Ch.Dupin, 



Fig. 46. 



l'arc <im^ qui mesure l'angle de 
deux tangentes conjuguées rectan-^ 
gulaires, est égal à un quadrant j 
et le point m est le milieu de l'arc 
gy, parce que les tangentes aux 
deux lignes de courbure qui passent 
par le point A de l'hyperboloïde, 
sont les bissectrices des angles for- 
més par les deux génératrices reclî- 
lignes qui se croisent au même point. 

Il résulte de là un premier moyen de trouver par le calcul 
les équations générales des lignes aa', mm' et un'. Car le point 
a{Xj y) étant donné, le point m(X, Y) est aussi donné, par 
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rinlersection de la polaire absolue du point a, j:X-h;yY==— i , 
et de sa polaire a*)'Y-|- i*xX = a*A* relative à l'ellipse di- 
rectrice ; ceci résultant de ce que les quatre points a et m, gf et y, 
forment une dii^ùion harmonique. D'ailleurs, l'arc ma étant 
tangent à la courbe mm'^ on a l'égalité 

dlL X — x' 

et de là, eq remplaçant X> Y et leurs différentielles par leurs 
valeurs en fonction de a:, y^ dx^ dy^ on déduira l'équation 
différentielle de la ligne aa\ Cette équation, où les variables 
sont séparées, s'intègre aisément ; et l'on trouve que la courbe 
aa* est du quatrième degré y les courbes mm\ nn' étant seule- 
ment du second. 

Mais on peut aussi trouver les courbes mm^ et nn' sans cal- 
cul. Imaginons, en effet, que l'on ait construit les arcs de 
grand cercle ayant pour pôles les points ni^ g eiy\ ces trois 
arcs, qui se croisent au point /i, seront : l'arc tangent a la 
courbe nn' en /i, et les deux arcs menés par le même point 
tangentiellement à Vellipse sphêrique E', supplémentaire d(*. 
V ellipse directrice E. Mais ces deux derniers arcs sont égale- 
ment inclinés sur Tare tangent à la courbe nn' en «, puisque 
les arcs mg et my sont égaux -, il font aussi des angles égaux 
avec les deux arcs de grand cercle qui réunissent leur point de 
concours n aux deux foyers y ety^' de l'ellîpse E', par une pro- 
priété des coniques spliériqjies analogue à. une propriété bien 
connue des coniques planes-, par suite, l'arc tangent en ii 
à la courbe cherchée nn' fait des angles égaux avec les rayons 
vecteurs f\m réunissent le point n à deux points fixes/ et f dtî 
la sphère : et la courbe nn' est une ellipse, ou une hyperbole 
sphêrique, ayant ces points fixes pour foyers. 

Or, là ligne nn' est formée par les extrémités des rayons de 
la sphère parallèles aux normales menées à l'hyperboloïde par 
les diiférents points d'une même ligne de courbure \ nous 
avons donc ce résultat : Si Von mène par le centre d'une 
sphère des rayons parallèles aux normales menées à l'hyper- 

1 1 . 
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boloïde par les points successifs des lignes de première et de 
seconde courbure, les extrémités de ces rayons déterminent 
sur la sphère deux séries d'ellipses et d^hjperboles homo'r 
focales^ et les foyers communs de ces courbes coïncident auec 
les foyers de V ellipse supplémentaire de V ellipse directrice. 

S'il s^agît du paraboloïde hyperbolique, Fellipse yy*gg' est 
remplacée par le système de deux grands cercles gg'^ yy' pa- 
rallèles aux plans directeurs de la surface; la courbe mm' est 
lelle, que le segment de l'arc tangent k cette courbe compris 
•entre les deux cercles fixes gg^ et 77', est divisé par le point de 
contact en deux parties égales; la courbe supplémentaire un' 
«st , par conséquent, une conique sphérîque ayant pour foyers 
les pôles des cercles gg\ yy' '^ et la conclusion est la même 
que pour Thyperboloïde. 

Enfin, on déduit immédiatement ' du théorème précédent 
une équation générale des lignes de courbure, contenant une 
constante arbitraire, et qui, combinée avec* Téquation de la 
surface, détermine entièrement ces lignes. Tous ces résultats, 
•d'ailleurs, peuvent être transportés ensuite aux autres surfaces 
du second degré. Il sufiit, pour cela, d'employer la méthode 
:aua}ytique ordinaire, par laquelle on passe d'un calcul relatif 

-k l'ellipsoïde — "^"'4? + 73 = * > P*^ exemple, au calcul ana- 

logue relatif à rhyperboloïde ~ -+- y; ; == 1 9 par le simple 

^^haegement de c* en — c\ 

Remarque J, De la définition générale des lignes w;*' que 
nous venons de donner, on peut déduire, successivement, l«s 
équations générales des lignes nn'^ des lignes supplémentaires 
mm' (dont les projections centrales sur un plan convenable* 
ment choisi sont des cercles) ; et enfin des polaires récipro- 
ques pp' de ces dernières, par rapport à l'ellipse directrice : les 
lignes p;?' étant encore des courbes du second degré dont les 
axes coïncident, en direction, avec ceux de Tellipse directrice* 
Or, le rayon de la sphère aboutissant au point p est parallèle 
.au diamètre conjugué du plan tangent en A, ou au diamètr^î 
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de riiyperboloïde qui abouiit au point A de la ligne de cour- 
bure A A'» Nous aurons donc , par Téqualion des coniques 
sphëriques pp\ Téqualion générale des cônçs du second 
degré ^ concentriques à Vllyperholoïdcy et contenant les lignes 
de courbure de la surface. 

Remarque II, La iigure spbérique déjà employée peut four- 
nir, pour chaque ligne de courbure de la surfaire, la tangente 
tri^nométrique de Tinclinaison du plan osculaieur sur le plan 
langent. 

6). Toute surface gauche dont les lignes* de première 
couibure sont situées dans des plans parallèles^ est un hj-- 
pcrboloïde de résolution , 

En eflet, l'on démontre aisément, à Taide de quelques con- 
sidérations de géométrie, et par l'emploi de Féquation géné- 
rale (A) de la page i55, que les lignes de. première courbure 
d'une |)arcille surface sont équidistantes de la ligne de stric- 
tion, et que celle-ci est une trajectoire des génératrices recti- 
lignes. On rejitre donc dans le problème 3) de la page i58, 
el la surface est un hyperboloïde de révolution. ^ 

108. Des lignes asymptotiques d'une surface gauche queh 
conque, (Foirp, i48, remarque D.) • 

Dans toute surface gauche du second degré,, les lignes asymp- 
loliques, qui correspondent aux génératrices rectilignes de 
chaque système, sont les génératrices de l'iautre système. Nous 
allons voir que les lignes asymptotiques d'une surface gauche 
quelconque présentent, par rapport aux génératrices rectilignes 
de cette surface, des propriétés métriques identiques à celles 
qui ont lieu entre les deux systèmes de génératrices rectilignes 
d'une surface du second degré. (Foir la fig. 43, p. i48«) 

Soient, comme à l'ordinaire^ aa' l'indicatrice [spbérique 
d'une ligne asymptotique, et gg' la ligne formée par les extré- 
mités des rayons de la sphère parallèles aux génératrices recti- 
lignes de la surface : rm' sera l'enveloppe des arcs de grand 

cercle g'», g' a', et l'on aura, par la formule (6), pag^» î {^ 

^- -^ W COS 9 



w'db d(f 
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2 désignant Tînclinaison delà ligne asymptotique sur la gêné- 
rairice correspondante. On a trouvé d'ailleurs (formule 3, 
page 145), 

rot / =: ces© : 

CI 

et la multiplication membre à membre de ces relations donne 

X- (r/R ±0') cos> = w' dz rf(p = «' dz ( A .^R -h Rc/X ) cos'ç. 

Or, on voit aisément que le signe supérieur du second membre 
doit être rejeté, sans quoi ^iR disparaîtrait de la relation précé- 
dente, qui se réduirait dès lors à une équation ^/iie en R, sans 
constante arbitraire, et fournissant pour chaque génératrice 
un nombre déterminé de valeurs de R , ce qui serait absurde. 
On trouve donc, en prenant le signe inférieur, 

(il) {2k.fiR--hfi.dAdtk.fa')cos*f=z(ù\ 

pour équation générale des lignes asymptotiques. 

^^JSupposons la surjace à plan directeur^ ou posons «'=0 ; 
il viendra, eu considérant simultanément deux lignes asymp- 
totiques, et en désignant par R,R' les distances (de même signe 
ou désignes contraires) des points correspondants de ces ligi\es 
à la ligne de striction, 

2 / .r/R -f. R.£/X ± X .ci' = o, 
nk.dK'^- K'.d /• i ^ . Bj' = G ; 

d'où, par soustraction, 

2X.r/(R'— R)-|-(R' — R)rfX==o, 



ou encore 



dlH'^R) dk 

d'où, enfin, . 

[a] k (R' — R)' = constanle= C. ' 

Si Ton applique, en outre, cette formule au système formé 
de la première des lignes asymptoûques précédentes, et d'une 
troisième, caractérisées respectivement par les distances R et R^'^ 
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on aura, de iiièiiie, 

(b) /(R' — R)»=z constante =-C", 

et ] 'on déduit, de la comparaison des formules [n) et (&), la 
relation 

R' — R 
(il), ^ ___=: constante. 

Donc, dans toute suif a ce gauche à plan directeur , les lignes 
asymptotiques divisent deux génératrices quelconques de la 
surface en segments proportionnels ; ce qui renferme la pro- 
priété bien connue du paraboloïde hyperbolique dont les lignes 
asymptotiques sont précisément les génératrices recti lignes, du 
second système. 

11 résulte encore de là, que les n droites joignant les traces^ 
sur deux génératrices déterminées^ de n lignes asymptotiques 
de la surface^ sont n génératrices d'un même paraboloïde, 

i'). Si, indépendamment de la condition ot)'=:o, on pose 
encore k = constante , la formule (a) se réduit à 

[ci) R' — R =r constante, 

el deux lignes asymptotiques déterminées interceptent des seg- 
ments égaux sur toutes les génératrices. 

i''). Si Ton pose simultanément o)'= o et i3'=o, auquel 
cas la surface est engendrée par des perpendiculaires à une 
droite fixe ^ menées par les différents points de cette droite ^ 
Téquation générale (i i) se réduira à 

2/-.r/R-hR. ^// = o, • 

d'où 

(a'') X R' = conslanle^ 

qui se réduit elle-même à 

(û'^ j R = constante ; 

quand on ajoute aux précédentes la condition h = constante : 
la surface est alors un héliçoïde, et ses lignes asymptotiques 
sont les trajectoires orthogonales des génératrices,- 



« 
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a). Revenant au cas général d'une surface gauche quel- 
^»B' 47- conque, nous aurons, en appli- 

quant simultanément à deux li- 
gnes asymptotiques AB» Â'B^ 
Téquation (11) préalablement di- 




(«) 



W) 



u 



visée 



2A-. ---f-R,-^ 



_par«.cos-<p = -j-j-^PI^., 



±^' = H-X'R', 



&> 



2 A. 



dK' 



ca 



^A 



X— ' 






d'où, en retranchant membre à membre, et posant 
R'— R = AA'=f^, 

(b) 2*.^ + /.î^=:^V'(R'4-R) = ^V(/-f-2R). 

Appliquant ensuite, simultanément, cette dernière équation aux 
deux systèmes formés par les lignes asymptotiques AB et A'B', 
AB et A'^B^' •, nous aurons, en posant encore R'' — R = A A''= r'^, 



(t) 



(b') 



, dr^ , dk , , , ^ / 

2*. — ^ +r'. -7=AV»-h2^R./, 
a» w 

2^.^-1-^'.^ = AV''»4-2/frR.r". 



De là, en multipliant la première par — r'', la seconde par -4-/, 
ajoutant ensuite, et remarquant que R disparait, ainsi que le. 



dk 



rapport différentiel -7 ? il .vient 



-'.dr^^r^'.dH 



&> 



= /.//'(/' — /), 



ou 



(c) 



d — 

r 



k .di' 



7\7 



2r 



/ ' 
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« 

équation qui représente le système des trois lignes a sympto- 
tiquesAB, A'B'etA'^B^ 

Appliquant enfin cette dernière équation (c) aux deux sys- 
tèmes de trois lignes asymptotiques AB, A'.B', A"B", et 

AB, A'B', A'^'B"^-, et éliminant l'élément différentiel — 

entre les équations résultantes, nous aurons cette équation 
différentielle du système de quatre lignes asymptotiques quel- 
conques : 

d.y d.- 

(d) 






Cette équalîon prend , successivement, les formés suivantes : 
df dx dy dy dx dx 

d'où, en intégrant et désignant par C la constante introduite, 

Y — I „ X — I 

' r=C. : 

y X 

de là enfin, en remplaçante)^ et x par leurs valeurs -j^^-j-i 

(i) {ou 

AA'" ' AA" "■ ' 

et cette relation exprime que le rapport anharmonique des 
quatre points A , A', A", A!", demeure constant. On a donc les 
théorèmes suivants : Dans toute surface gauche^ quatre 
lignes asymptotiques quelconques déterminent sur les gêné-- 
ratricès rectilignes de la surface une infinité de systèmes de 
quatre points^ dont le rapport anharmonique est constant^ 
— n lignes asymptotiques de la surface déterminent sur deux 
génératrices quelconques deux dii^isions homo graphiques ^ et 



l^O PllEMikllE PARTIE. CHAPITRE NEUVIÈME. 

les droites qui réunissent les traces de chacune de ces lignes 
sur les deux génératrices sont n génératrices d*un même hy-. 
perholoïde. On /voit que ce théorème comprend la propriété, 
bien connue, des génératrices de Thyperboloïde. 

Remarque I. L'équation (c) exprime que le rapport 

r" AA" 

-7 = ——7 demeure constant, quand «' = o , ou lorsque la sur- 

face admet ufi plan directeur. 

C'est le résultat que nous avons obtenu, par un calcul spé- 
cial 5 dans le n° i) de la page 166. • 

Remarque II, Le théorème précédent pourra être utilisé 
dans diverses applications et, en particulier, dans l'élude des 
surfaces gauches formées par les normales principales des li- 
gnes à double courbure. Ainsi, par exemple, on en déduit 
immédiatement que : h les génératrices d'une surface gauche 
sont les normales principales de trois courbes distinctes ^ auquel 
cas ces courbes sont trois lignes asymptoliques équidistanfes 
de la surface, elles seront les normales principales d'une infi- 
nité d'autres lignes^ à savoir de toutes les lignes asymptotiques 
de la surface : propriété qui caractérise Théliçoïde gauche, à 
.plan directeur. 

109. Equation générale des lignes d'ombre^ relatii^es à des 

rayons incidents parallèles , 
dans les surfaces à plan di- 
recteur : théorèmes de col- 
linéation sur les triangles et 
polygones formés par ces 
lignes. 

Soient y le pôle du grand 
cercle ggi de la sphère, pa- 
rallèle au plan directeur^ 
aai l'indicatrice d'une ligne 
d'ombre AA,, et p rexlrémilé du rayon de la sphère parallèle 
aux rayons incidents. Menons les arcs de grand cercle yp, y g 
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et pag^ qui est parallèle au plan tangent à la surface en. A, et 
dont Tinclinaison pgy sur l'arc gy est égale à Tangle déjà dé- 
signé par y. 
Posant 

/w = tang/?7, ^=Pyg> 

on trouve, entre les quatre éléments consécutifs py^ ft, y g et (f 
du triangle p y g', la relation 

cotpy ,sinyg = ces 7 g . cos 12 -|- sin n . cet ç 
ou 5 à cause de yg^ = - et de la relation tang q = A^ . R , 



I . - — ' sinn 

m 
ou 



-sin^7 = ^;^, 



(12) A- , R = m ; sin n : 



telle est Téquation générale des lignes d'ombre. La constante 
m qui y entre ne dépend que de l'inclinaison des rayons inci- 
dents sur l'axe de la surface, et les coordonnées courantes sont 
R et lî : cette dernière désignant l'angle que la génératrice 
rectilignequi passe par un point quelconque de Ja ligne d'om- 
bre considérée fait avec la génératrice fixe, issue du point où 
celte ligne rencontre la ligne de striction. 

applications. 1). Théorème I. Les lignes fï ombre, issues 
d'un même point de la su/face, divisent Jcs génératrices rec^ 
iilignes en segments proportionnels. 

Démonstration. Soient 
^. R=m sinO, X'.R'= m' sin(a + a'), /t . R" = m" sin (a -^a"), 

les équations de trois lignes d'ombre lÂAi, lA'A'j, lA^A'',, 
issues d'un même point I de la surface, et rencontrant une géné- 
ratrice rectiligne quelconque suivant les points A, A', A!' dont 
les distances à la ligne de striction sont R, R'9 R''? • ^' ^^ ^" 
désignant d'ailleurs, dans ces équations^ les angles que forment 
avec la génératrice du point où la première des trois lignes 
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précédentes rencontre la ligne de striction, les génératrices des 
points analogues relatifs aux deux dernières. 
On peut mettre ces équations sous la forme 

/. R 

sm il = 9 

m 

m 

fs R' 
sin n CCS a' -t- ces ft . sin a' = — ^-,- 1 

ni 

sin Q, . cos a!' -h cos H . sin af' = „ ; 

m 

et si, après avoir éliminé cos il entre les deux dernières, on 
remplace, dans Téquation résultante 

(R' R" \ 

—7 sin a" ^ . sin a' | > 
/«' m / 

sin II par sa valeur tirée de la première, il vient, en divisant 
par A, • 

R R' R" 

(A) — . sin (a" — a') = — ;• sin a'^ ;;• sin a' : 

m ^ m m 

et de là, en posant 



R' = R -+-V, R'' = R + /'; ou AA' = z', AA" = r'\ 



,/,. -^ rsîn(a"— a') sin a'' sin a'I r' . ,, 

A)R — î^ -^ -—H ^ =_-sma' 

L /w nr m j m 



— r.sm a'. 
m 



Or, les trois lignes considérées concourant en un même point 
I, Féquation (A) du 'système de ces lignes doit être satisfaite 
par la substitution R = R' = R'^; ou Tcquation (A'), par l'hy- 
pothèse f^= r"=io. Lé terme en R disparaît donc de 1 équa- 
tion (A') qui se réduit à 

/ \ ^ AA' 

(12), — = -—7, = constante j 

r AA 

et la proposition est démontrée. 

2). Théorème II. Les trois sommels cCun triangle variable 
abc, dont les côtés sont formés par des lignes Nombre, glis- 
sant respectivement sur trois génératrices déterminées A, B, C 
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fie la surface, et les deux premiers côtés ab et bc de ce triant 
gle toufTiant constamment autour de deux points donnés 
y et a. : le côté libre ac de ce triangle passera constamment par 
un troisième point fixe ^ ; et les trois pôles a, /3, y appartiens 
dront à une même ligne d^ ombre. 

Démonstration, Considérant le triangle variable dans deux 
quelconques de ses positions abc^ aVc'^ réunissons les deux 
pôles donnés y, a par une ligne d'ombre qui aille rencontrer 
aux points A, 6, C les génératrices données, de mêmes noms; et 
qui soit rencontrée elle-même, au point |3, par le troisième côté 
ac du premier triangle. Pour établir que le côté homologue 
a'c^ du second triangle passe aussi par le point |3, il suffira, 
en vertu du théorème précédent, d'établir l'égalité 

Ka _Cc 

Or, en vertu du même théorème, les trois lignes d'ombre issues 

Fig. /|9. du point y, divisent les génératrices 

X o_— JÏ— A et B en segments proportionnels; 

^ \ 7\ /\ il en est de même des lisnes d'om- 

y\\ / 1/ ) bre issues du point or, relativement 

bI ;r\.. vy / aux génératrices B et C. On a donc 

j \ /\ / 1^* deux égalités : 

p>t23^^^^^^ Afl^_B^ làb _Cc' 

/ Â^""bF' B6"'~Cc'' 

qui-entraînent l'égalité [x) et le théorème énoncé. 

3). Théorème III. Béciproguement , les trois côtés d'un 
triangle variable aiicjbrmépar des lignes d' ombre, tournant 
respectii^ement autour de trois points fixes «, (3, y situés sur 
une mêm.e ligne d'ombre, et les deux premiers sommets a ei b 
du triangle décriv^ant deux génératrices données A et B : le 
sommet libre c décrira pareillement une troisième génératrice. 

Démonstration. Prenant le triangle variable dans deux de 
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sesposîtîons abc^ a'b'c'^ menons la génératrice qui passe par 
le sommet c' du second ^ et, pour démontrer qu'elle passe aussi 
par lé sommet c du premier, supposons qu'elle coupe en deux 
points distincts, c, et c^^ les deux côlés bc et ac de ce triangle. 
Si Ton appelle C le point de rencontre de cette génératrice et 
de la ligne d'ombre «yj3, on trouvera, par l'application du 
théorènie I à chacune des séries de lignes d'ombre, issues des 
points a, j3, y ^ et par la déCnition des points Cj, c, : 

C<:, __Bé Ccj A a Afl __ B^ 

c7""b7/' C?~"Âfl^' â^~"bF' 

d'où, par comparaison, 

7r:; = p-7» ou Ce, =:Cc.,. 
Ce KaC 

Les points Ci, Cg sont donc confondus en un même point, qui 
est le point c \ et le théorème est démontré. 

Observation. Les deux théorèmes^ précédents peuvent s'ap- 
pliquer à un polygone curviligne d un nombre quelconque de 
sommets, pourvu que Ton suppose que les pôles des différents 
côtés du polygone appartiennent à une même ligne d'ombre. 

4). Si la li^ne de striction de la surface considérée est une 
ligne droite, l'équation (12) de la page 171, 

^ . R = m . sin n, 

représentera la projection sur le plan directeur d'une ligne 
d'ombre quelconque, rapportée aux coordonnées polaires R 
et n. Si l'on pose, en outre, k = constante, la sur/ace de- 
vient un héliçoïde^ et l'équation précédente représente un 
cercle. On en conclut que, dans Vlièlicoïde gauche^ les projec- 
tions sur le plan directeur des lignes d^ ombre relatii^es à des 
rayons incidents parallèles, sont des cercles, passant par le 
pied de Vaxe sur ce plan, (De la Gournerie, Journal de 
t École Polytechnique^ i85i.) 

Remarque, Dans une surface gauche quelconque, quatre 
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lignes (V ombre ^ issues d'un même point de la surface et rela- 
livres à des rayons incidents parallèles y coupent une géné^ 
ratrice rectiligne quelconque en quatre points dont le rapport 
anharmonique est constant ? 

JNous pourrions démontrer celle proposition dans le cas par- 
ticulier où le cône directeur delà surface est de révolution, 
et lorsque le point de concours des lignes d'ombre appartient à 
la ligne de striction. La démonstration est d'ailleurs toute 
semblable à la précédente, et n'exige que des calculs plus 
longs. 

La proposition énoncée sous forme interrogative est donc 
probablement vraie. Elle est d'ailleurs d'une vérité évidente 
pour les surfaces du second degré ; et ce^ dernier cas contient 
peut-être le cas général : De la même manière que la propriété 
bien connue des deux systèmes de génératrices reetil ignés de 
riijperboloïde peut conduire, par une méthode que nous a 
indiquée M. O. Bonnet, à notre théorème sur les lignes asyrap- 
totiques d'une surface gauche quelconque. 

110. Scolie, Le rôle de Tindicatrice sphérique, dont nous 
a^ns cherché à établir l'importance dans l'étude des courbes 
tracées sur certaines surfaces spéciales, s'amoindrit singulière- 
ment, ou disparaît mèm'e d'une manière totale, quand il s'agit 
d'une surface quelconque. On a vu déjà, en effet, combien esi 
imparfait notre procédé pour la représentation sphérique d'une 
surface de révolution; et en exceptant les surfaces réglées, qui 
se prêtent le mieux à notre méthode, il paraît dillicile de re- 
présenter sp/iériquementy d'une manière utile, les diverses 
courbes tracées sur une surface quelconque. 

Toutefois, quand on a seulement à considérer certaines 
courbes spéciales tracées sur une surface, l'emploi de lignes 
sphériques auxiliaires, liées à ces courbes suivant de nouvelles 
lois, peut encore offrir de grands avantages, alors môme que lu 
surface demeure absolument indéterminée. 

Ainsi, considérant une surface quelconque S et ses doux 
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systèmes de lignes de courbure, supposons menés par le centre 
d'une sphère des rayons parallèles aux normales de la surface 
suivant les divers points de chacune de 'ces lignes. A chaque 
ligne de courbure de la surface correspondra une ligne sphé- 
rique particulière, et les tangentes en des points correspon- 
dants de ces deux lignes seront parallèles. Il résulte, en pre- 
mier lieu, de ce parallélisme, que les deux séries de lignes 
sphériques, ainsi conjuguées aux lignes de première et de se- 
conde courbure de la surface, formeront, comme ces der- 
nières, un double système orthogonal . En second lieu, si la 
surface considérée admet une ligne de courbure plane, la ligne 
sphérîque conjuguée ayant ses tangentes parallèles à un même 
plan, sera plane et so réduira à un petit cercle de la $phère,dont 
le plan sera parallèle à celui de la ligne de courbure. D'ail- 
leurs, et cette conséquence très-simple parait ne pas avoir été 
remarquée, le théorème de M. Joachimstal est rendu évident 
par remploi de ces considérations : puisque les rayons de la 
sphère ont une inclinaison constante sur le plan du petit cer- 
cle , et que ces rayons sont parallèles aux normales delà surface 
primitive, menées par les différents points delà ligne de cour- 
bure plane considérée. 

Tels sont les principes de Télégante méthode employée par 
M. O. Bonnet dans l'élude des surfac(;s dont toutes les lignes 
de courbure sont planes, et dont le problème suivant offre une 
application. [Journal de VÉcoIe Polytechnique^ i85iJ.) 

Problème. Toutes les lignes de courbure d'une surface 
étant planes y trouver les relations de position qui peuK^ent 
exister entre les plans de toutes ces lignes. 

Solution, Les deux séries- de lignes de courbure de la sur- 
face étant composées de lignes planes, le système des lignes 
sphériques conjuguées se composera de deux séries de cercles 
formant un double système orthogonal 5 el les plans de ces cer- 
cles étant parallèles aux plans de ces lignes, il suffira, pour 
répondre à la question, de résoudre le problème suivant : 

Trousser sur la sphère les deux séries les plus générales de 
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cercles formant un double système orthogonal , et définir les 
relations de position que présentent les plans de tous ces 
cercles, 

1. Admettons, ce que nous démonlrerons à la fin, que si 
les cercles du second système ne se coupent pas, les cercles 
du premier se coupent nécessairement deux à deux ; et soient 
A et B les points d'intersection de deux cercles déterminés du 
premier système, lesquels sont coupés à angle droit par tous 
les cercles du second. Formons la projection stérëographique 
des deux séries de cercles, en prenant le point A pour centre 
de projection, ou point de vue. 

Les deux cercles de la première série qui passent par A et B, 
se transforment en deux droites distinctes, passant par la 
projection ,b du point B, et devant être coupées à angle droit 
par les projections des cercles de la seconde série. Ces projec- 
tions sont donc tous les cercles ayant pour centre commun le 
point b. • 

D^ailleurs, les projections des autres cercles de la première 
série devant couper à angle droit les cercles concentriques en t, 
ces projections doivent se réduire à des droites passant par le 
point b. Donc, les cercles de la première série passent par les , 
deux mêmes points A et B de la sphère. 

2. Pour trouver, en second lieu, la définition des cercles 
de la seconde série, il suflSt de remarquer que l'un quelconque 

Pi 5q^ de ces cercles se projetant 

A'\ suivant une circonférence 

ayant pour centre le point b , 
rr'*"^\ "A le sommet S du cône cîrcon- 

* \ / \ 

A scrit à la sphère suivant ce 

?y - . \ / cercle est situé, d'après un 

oK \'\''''V théorème dû à M. Chasles, 

sur la droite Ai, ou AB. Si 

y /A? « 

s\ donc on construit, par rap- 

port au grand cercle AB, la 
polaire MN d'un point quelconque S prfs sur le prolongement 

12 
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de AB, MN sera le. dianièlre iruH cercle de la seconde série, 
situé daiis un plan perpendiculaire à celui du grand cercl-e AB. 
Or la polaire MN du point S passe par le point fixe P', pôle 

de U corde AB par rapport au grand cercle AB. Donc les plans 
des cercles de la seconde série passent par {ine droite fixe 
A'B' qui est perpendicidaire au plan AOB, ainsi çu'à la 
droite AB,' et qui passe en outre par le pèle P' de cette der- 
nière : et le problème auxiliaire se trouve résolu. 

3. Si Ton revient maintenant à la surface primitive, on 
retrouve ce théorème, dû à M. Bonnet : Si toutes les lignes de 
courbure d'une surface sont planes, les plans des lignes de 
chaque courbure soHt parallèles à une même droite Dj, ou Djj 
et les droites I>, , Dj sont perpendiculaires entre elles, 

4.. Il nous reste à démontrer ce que nous avons admis -dans 
le n*^ 1 , à savoir que lès cercles de Tuoe ou de Taulre série se 
coupent deux à deux. Examinant la question sur le plan, par 
une substitution permise, supposons que les cercles de la pre- 
niière série, ne S€ coupent pas. Il est évident d'abord que ces 
cercles, qui doiventse, succéder d'une Bianièfe continue, ne 
sauraient être extérieurs deux à deux. Considéron6 donc^ en 
particulier, la figure formée de deux de ces cercles, iutêri^ètrs 
l'un à l'autre , et de tous les cercles de la seconde série 5 et 
construisons la figure réciproque de celle-là par rapport à un 
point o pris dans le même plan. Si le point o est convenable- 
ment choisi, la figure réciproque se composera, d'après un 
théorème dû à M. Liouville , de deux cercles concentriques et 
des lignes, droites ou circulaires, qui les coupent orthogonale- 
men't. Mais on voit immédiatement que ces dernières lignes 
sont droites^ et qu elles passent par le centre commun des deux 
cercles. Delà, en revenant à la figure primitive, on voit que 
les cercles de la seconde série se coupent suiuant les deux 
mêmes points, • • 

JRempuque.^ Le problème auxiliaire précédent a été traité 
d^abord par Lagrange, 'pour le cas du plan (Académie de Berlin, 
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Nouveaux Mémoires^ ^779> P^g®'^')? ®^) récemment, par 
MM. Bonnet et Catalan, pour le cas de la sphère (Mémoire 
cité, et Journal de Mathématiques^ tome XIX, page iSa). La 
solution précédente qui repose^ comme celle de M. Catalan, 
sur les propriétés de la projection stéréographique, s'en sépare 
cependant, d'une manière très-nette, en ce qu'elle n'exige 
aucune considération d'analyse. 
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SECONDE PARTIE. 

THÉORIE MÉCANIQUE DES UGNES A DOUBLE œURBURE. 



CHAPITRE X. 



DES LIGNES A DOUBLE COURBURE 

CONSIDÉRÉES COMME TRAJECTOIRES d'uN POINT MATÉRIEL 

EN MOUVEMENT SUR UNE SURFACE. 



m. Newton, dans le livre des Principes^ a considéré le 
premier quelques cas, très-particuliers, il est vrai, du mouve- 
ment d'un point sur une surface. La lo* section du 1*"^ livre, 
ayant pour titre : Du rnoituement des corps dans des super- 
ficies données, et des oscillations des corps suspendus par 
des fils, contient en effet, — indépendamment de celte obser- 
vation générale que tout ce que l'on sait, relativement au 
mouvement d'un point sur une courbe plane, peut être trans- 
porté au mouvement sur une surface de révolution dont la 
courbe considérée serait une section méridienne, — deux pro- 
positions relatives au mouvement, sur une surface de révolu- 
lion quelconque, d'un point soumis à une force passant con- 
stamment par l'axe de la surface. Newton remarque, dans ce 
cas, que les aires décrites par la projection du mobile sur un 
plan perpendiculaire a Taxe, sont proportionnelles aux temps : 
et cette observation renferme, comme nous l'avons montré 
dans la P® Partie, la propriété bien connue des lignes géodé- 
siques d'une surface de révolution. 

Euler, traitant ce sujet avec plus d'étendue, résolut, dans le 
dernier chapitre de sa Mécanique (tome II, pages 457-5oo), 
divers problèmes dignes d'intérêt, relatij^s au mouvement 
d'un point sur un cylindre quelconque, sur un cône ou sur 
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une surface de révolution. La solution qu'il y donna du pro- 
blème du pendule sphérique a seule été reprise depuis, par 
divers analystes, e.t perfectionné^ |ivQc4'9Utant plus de soin, 
que l'on est plus généralement convenu de borner à ce seul cas 
particulier l'étude du mouvement sur une surface. 

Il suffit d'ailleurs, pour expliquer Tinactivité de la science 
sur ce point, de remarquer que l'étude, directe et géométrique, 
du mouvement sur une surfs^qe exige, essentiellement, la no- 
tion préalable de la courbure géodésique et l'emploi de for- 
mules fournissant l'expression géométrique de cette courbure 
pour les diverses lignes tracées sur la surface que l'on consi- 
dère : de la même manière que l'étude des diverses lignes 
planes que peut décrire un mobile soumis à l'action de certai- 
nes forces, a dû être précédée de l'étude géométrique de la 
içourbure de ces lignes. Or, nan^^eulement la notion de la 
courbure géodésique estuoedes acquisitions les plus récentes 
de la théorie des lignes tracées sur une surface, mais encore 
les formules qui donnent l'expression de cette courbure, sur 
certaines surfaces particulières, sont peu nombreuses et peut- 
être même peu approprî,ié^s , daB« leurs formes actuelles , à 
l'objet 4oi^t nous parlons. Il en résulte que l'étude d^i mouve- 
ment sur une surface ne pouvait guère être abordée, géomé- 
triquement au moins et avec quelques fruits, avant l'époque 
actuelle ;*et que, même aujourd'hui, et jusqu'à de nouvelles 
recherches sur c^tte matière, elle devra se borner à quelques 
surfaces çpéciales^ telles quje la sphère, les surfaces coijiiques 
ou cylindriques et les surfaces de révolution : les seules pour 
lesqujelles on ait euicore 4^s expressions suffisamment géomé- 
triques de U courbure géodésique. Telles sont, du iD^in^, les 
limites daas lesquelles nous nous sommes tenu, et que nous 
n^ avons pas essayé de dépasser. On voit que ce sont à peu près 
les limites déjà atteintes par Euler. On trouvera néanmoins 
dans notre travail plusieurs résultats nouveaux, parmi lesquels 
nous citerons deux théorèmes généraux relatifs à la réduction 
du mouvement sur une surface conique ou cylindrique quel- 
conque, au mouvement sur le plan ; des propriétés non encore 
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-observées du mouvement du peodul^ spfaérique ^ de nombreu- 
ses et intimes analogies entre le svouveroent sur la splière et le 
mouvement sur le plan ^ quelques recherches sur le mouve- 
ment d'un point sur une surface, -gauche^ ou de révolution ; 
enGu un théorème, relatif à la représentation géométrique de 
ia vitesse et du tiemps , dans une brachistochrone plane ou 
spfaérique, et fourni^saitt la division d^un arc quelconque de la 
courbe en arcs partiels isochrones. 

Quant à la méthode que nous avons suivie, elle se traduit 
par des formules absolument nouvelles. L'une d elles met en 
évidence les divers éléments géocnétriquos dont dépend la pres- 
sion eisercée par le mobile sur la surface ; éléments déjà conte- 
nus, il est vrai, mais non encore explicitement reconnus dans 
la formule ordinaire. Mais celle de nos formules qui nous pa- 
raît offrir le plus d'inlérét, est celle qui fournit l'expression 
générale delà vitesse du mobile. Quoique ayant la taême origi ne, 
elle est absolument distincte de la formule ordinaire, déduile 
du principe des forces vives ^ car, tandis que celle-ci renferme 
la grandeur et la direction relatii^e de la force extérieure, et 
paraît, dans certains cas au moins, indépendante de la forme 
de la trajectoire dans Fintervalle des points extrêmes; la di- 
rection relative de la force extérieure entre seule dans la pre- 
mière, qui contient une intégrale dont les éléments et la valeur 
dépendent essentrcllement de la forme de la trajectoire, La 
comparaison des deux formules , quand elles sont l'iine et 
l'autre intégrables, fournit d^ailleurs une première équation, 
en termes finis, de la trajectoire. 

• 
If?. Notation générale. Un mobile se mouvant sur une 

surface quelconque, celle-ci divise l'espace en deux régions 
dont l'une quelconque peut être considérée comme inférieure. 
Nous supposerons toujours le mobile placé sur le bord inlerne 
de la surface, de telle sorte qu'il ne puisse se détacher de celle- 
ci qu'en entrant dans la régi(m intérieure : la réaction exercée 
par la surface sur le mobile étant, dès kns, dirigée en chdquc 
point suivant la nor^iiale intérieure. 
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Nous appellerons : N la valeur absolue de la réaction nor- 
male, Cl K le rayon de courbure de la ligne géodésique tangente 
à la trajectoire du mobile; G la valeur absolue delà force ex- 
térieure sollicitant le. mobile; y Tangle, aigu ou obtus, formé 
par la direction de cette force avec la normale intérieure, et y 
Tangle, aigu ou obtus, que fait la projection de cette force sur 
le plan tangent à la surface avec la tangente à la trajectoire, 
dirigée dans le sens du mouvement. 

Enfin nous désignerons par «^ la vitesse du mobile, et par 
ds^ e^, /'g, r l'arc élémentaire, Tangle de contingence géodé- 
sique, le rayon de courbure géodésique et le rayon dé courbure 
absolue delà trajectoire; le plan osculateur de cette dernière 
faisant avec le plan langent â la surface un angle a, dont le 

complément a mesure Tangle du rayon de courbure r de 

la trajectoire et de la normale intérieure à la surface. Nous sup- 
poserons toujours ce dernier angle aigu ; et nous prendrons la 
niasse du mobile pour unité. 

§ I- 

Du mouvement d\in point sur une surface quelconque, 

l\3. Théorème fondamental. Un point matériel se mou- 
v^ant sur une surjace quelconque^ sous V influence ^ une force 
extérieure G et de la réaction normale N de la surf ace : la 
composante de la force extérieure suii^ant celle des normales 
à la trajectoire qui est tangente à la surface a pour valeur^ 

en chaque point 'y — ; et la pression exercée par le mobile sur 



''g 



v^ 



la surface est égale à -- — G cosy, Gcos y désignant la com- 
posante, positivée ou né gâtisme y de la force extéiieure suwant la 
normale intérieure à la surf ace , 

Démonstration . Le mobile étant* regardé comme se mou- 
vant librement dans l'espace, an sait que le système formé de 
la force extérieure G et de la réaction normale N de la surface 
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esl équivaleilt au système —et - des composantes, tangen- 

tielle et normale, de F accélération totale. Il en résulte que la 
somme des composantes des forces du premier système, suivant 
une direction quelconque, est pareillement équivalente à la 
somme des composantes des forces du second système, suivant 
lai même direction. Or, pour la direction considérée, Knt^ 
perpendiculaire à la fois à la force N du premier système et à la 

force -j du second, la première somme se réduit à la compo- 
sante de la force extérieure G, et la seconde à la composante 
de la force - dirigée suivant le rayon de courbure r de la tra- 
jectoire; et comme ce rayon fait, avec la direction de projec- 
tion, un angle mesurant précisément Tinclinaison a du plan 
osculateur de la trajectoire sur le plan tangent à la surface, 

cette dernière composante est égale à - cos a , ou à » 

^ D ^ ' r:cosa 

OU à -- (voir page 8, n° 8). 

Quant à la pression (égale et contraire à la réaction N) 
exercée par le mobile sur la surface, il est évident qu'elle se 

compose de la pression ~ (dirigée 

suivant la normale extérieure) qu'il 
exercerait s'il continuait K se mou- 
voir librement, avec sa vitesse ac- 
tuelle, sur la ligne géodésique tan- 
gente à la trajectoire 5 et de la compo- 
sante normale — G cos 7 de la force 
extérieure : de sorte que Ton a pour la valeur de la pression 

rapportée, quant au sens, à la normale extérieure, — - — Gcosy. 

Que si cette composition de la pression ne paraît pas sufG- 
sarament évidente, on pourra l'établir rigoureusement, par les 
considérations ordinaires, en remarquant que la somme des 
composantes des forces N et G suivant la normale intérieure 
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AN à la surface est égale à N -f- G cos y 5 tandis que la somme 
analogue pour les forces équivalentes —et — seréduîtà — sina, 

ou, d'après le théorème de Meunier, à-; et la comparaison 
de ces valeurs conduit bien à La formule 



p2 



N = -~Gcos7. (*) 

114. CoiiOLLAiRE. On déduit immédiatement de ce théo- 
rème CCS trois formules générales : 



d . p* cas y ils € 

r= 2 . _, • - — = 2 . 



e 



(!) 



p' sinV rg tang V 



(ïl) 



l — = Gainv . sin V, 

_ ^ 

^ G sin y . sinV ^ 



p* 



(III) N = --Gcos7. 

Les deux dernières ne sont qn« la traduction analytique du 
tliéorèmè précédent-, et la première formule résulte de la com- 
binaison de la seconde avec l'équation, déduite du principe 
des forces- vives, 

r/ . p^ = 2 (G sin 7 ) . cos V . ils. 
EnGn, la combinaison des formules (II) et (III) donne 



(^) Cette seule partie de la démonstration suppose une restriction dans le 
chdU, que noi.is avons dildéjà être arbitraire, de celle de deux régiorfs de l'es- 
pace que Ton dit intérieure par rapport à la surface : et pour que la valeur de la 
pression, ou de la réaction normale, subsiste telle qu'elle résulte de la for?- 
mule (IH), il convient d^appeler normale intérieure de la surface celle des deux 
directions delà normale qui coïncide avec la direction du rayon de courbure R 
de la ligne géodésique tangente à la trajectoire. Quant aux formules (1 ) et ( II), 
elles demeurent vraies toujours, et indépendammcnl de cette restriction. 
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encore par réliminalioa de y, 

Quant au rôle général de ces formules, on voit que la pre- 
mière fournira l'expression de la vitesse, toutes les fois du 
moins que l'intégration qui y est indiquée pourra êfre effec- 
tuée; et c'est ce qui arrivera dans toutes les applications que 
nous nous proposons de développer. La formule (II) donnera 
ensuite pour le rayon de courbure géodésique de la trajectoire, 
une valeur particuficre , dont la comparaison avec l'expression 
générale du rayon de courbure géodésique d'une ligne quel- 
conque tracée sur la surface considérée, fournira enfin l'équa- 
tion différentielle, entre certaines coordonnées à la surface^ 
de la trajectoire cherchée. 

On pourra d'ailleurs, dans certains cas, sedia^penser de l'in- 
tégration que suppose la formule (I) , et qui exige quelquefois, 
comme nous le verrons, une discussion minutieuse des signes, 
en déterminant la vitesse par des considérations particulières. 

Remarque /. Il est essentiel, au point de vue des applica- 
tionsquenous aurons à faire de ces formules, de remarquer que 

l'inlégrale i — ^—^ qui figure, en exposant, dans la première, 

(et dans laquelle on regardera* Za/zg^/e e^ comme essentielle- 
ment positifs et tangV comme posilix^e ou tiégatis^e suivant que 
VangleY sera aigu ou obtus) a bien reçu le signe qui convient 
à la valeur de la vitesse. On déduit en effet, de cette formule, 



tangV 

Or, i^ et Gg étant positifs, on voit que les différentiel ks rf^', r/. i^*, 
seront positives ou négatives, suivant que l'angle V sera aigu,^ 

ou obtus. C'est ce qui doit être, en effet; car-rf.p»' est mesu- 
rée, en grandeur et en signe, par le travail élémentaire corres- 
pondant de la force; et ce travail, se réduisant à celui de la 
composante G si n 7 qui fait un angle V avec la direction du 
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mouvement, est positif, ou négatif, suivant que Fangle V est 
aigu, ou obtus. 

Remarque II. La formule (I), indépendamment du rôle 
important qu'elle doit jouer dans la suite de ces recherches, 
peut paraître curieuse en elle-même, si Ton remarque qu^elle 
fournit 4ine expression analytique de la vitesse qui semble in- 
dépendante de la grandeur de la force qui produit le mou" 
uement^ et paraît ne dépendre que de la direction de cette force 
et de la forme de la trajectoire. Cette indépendance toutefois 
n'est qu'apparente : car, la direction des forces étant donnée, ' 
la forme même de la trajectoire dépend évidemment de la loi 
qui régit les variations de grandeur de ces forces. 

Du mouvement d*un point sur un cylindre, 

115. Si nous supposons que \ai projection de la force exté- 
rieure G sur le plan tangent soit dirigée en chaque point sui- 
i^ant la génératrice du cylindre , V désignera dans les équa- 
tions précédentes l'inclinaison de la trajectoire sur la généra- 
trice; et Ton trouvera, pour la valeur absolue de l'angle de 
contingence géodésique àe\a trajectoire cylindrique, ou pour 
l'angle de contingence absolue de celte trajectoire transformée 
par le développement du cylindre sur un plan, 

l'angle, aigu ou obtus, V, que la direction du mouvement fait 
avec la direction de la force, allant constamment en dimi- 
nuant. 

L'intégrale / — ^—contenue dans l'équation (I) devient 

alors 

"cosV.^V 



-f- 



. „ = —L .sinV;. 
sin V 



Cl l'on en déduit 

(l) v=z— 

^ ^ sinV 
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Si l'on désigne, en outre, par p' lejayon de courbure de la 
ligue plane suivant laquelle se transforme la trajectoire cylin- 
drique du mobile par le développement du cylindre sur un 
plan, on pourra remplacer r^ par p! dans la formule (II) qui 
deviendra 



p2 



.(2) — = Gsin7 . sin V. 

P 

Or les 'équations (i) et (2) sont précisément les équations qui 
définiraient le mouvement, dans le plan , d'un mobile soumis 
à Faction d'une force dont l'intensité, constante ou variable, 
serait mesurée en chaque point par G sin y , et qui serait pa- 
rallèle à une direction fixe , V- désignant alors Tangle de la 
tangente à la trajectoire avec cette direction. On a donc ce 
théorème général : 

Un point matériel se moui^a/it sur un cylindre quelconque^ 
sous Vinfluence de la réaction normale de la surface et d*une 
force extérieure dont la projection sur le plan tangent est 
dirigée, en chaque point y suii^ant la génératrice du cylindre : 
j£, à une époque quelconque du mouvement, on suppose 
développés tout à coup sur un plan le cylindre et la trajec- 
toire du mobile , et si Von conçoit en outre que les forces qui 
produisaient le, moui^ement primitif, estimées suivant les 
génératrices^ conservent^ dans ce développement^ leur direc- 
tion et leur intensité ; Je mobile , sous Vinfluence de ces forces, 
continuera à décrire dans le plan, avec les mêmes vitesses 
aux mêmes points j la transformée de la trajectoire quil eût 
décrite sur le cylindre, • 

Quant à la pression exercée par le mobile sûr la surface, 
on trouve d'abord, en remplaçant v par sa valeur actuelle (1) 
dans l'équation (III), 

N = -— :-— — GCOS7. 

R sm*V 

D'ailleurs, si l'on désigne par p le rayon de courbure de la 
section droite du cylindre au point considéré, on a [voir 
page 7, formule I) pour le rayon de courbure de l'hélice 
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tangente à* h traj«cft>ire en ce point, et coupant par stiîte les 
génératrices du cylindre sous Fangle V, 



sin'V 
d'où 



I 



Rsin^V p' 
on a donc, dféfitiîtivement, 

(3) N=: GCOS7. 

p 

116. 11 résulte du théorème précédent qae Doue ce cjue 
Ton sait sur le mouvement, dans le plan , d un* poim motériel 
soumis à Faction d'une force constante ou variable, n»ais de 
direction fixe, peut être transporté au mouveinent.sui^ uti cy- 
lindre quelconque. 

Si l'on se place, en pa^rticulier, dans le cas ordinaire de fa 
pesanteur, et si Ton suppose le cylindre vertical, on retrouve 
un résultat déjà obtenu par Euler, et qu'il énonce ainsi : CurPa 
ergOj quam corpus in superficie cylindri descrihit, si snpef*-^ 
ficies in planum explicetwry àbibit in parabolam, ipsatn sci-»^ 
lieet trajecloriamy quant corpus projectum in ptarto veHicetli 
descriheret [Meekan,, t. II, 97, coroll. I, p. 486). Ocl a en 
outre, danS' ce cas, 

HT 
2 



;- = -. 



et, par suite, 



P 



d'où Ton voit que la pression qui , dans le cas d'un cylindre 
quelconque, est proportionnelle en chaque point à la courbure 
de la seetiott droite, demeure constante quanki te cylmàr*e esc 
de révolution; ce qui est conforme au« résulfafs obceâus par 
Euler (page 487). 
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Remarque, La contparaison des deun formulas 
rg:= — r-— 75 rgzrz ° . ^ IvQi'r U9^e lâo, fbriiHvle 36), 

qui donnent le rayon de courbure géodésique de la parabole 
cylindrique et d'une ligne quelconque tracée sur le cylindre^ 
conduit à la relation 

sinV. tanffa = =r C'= constante, 

dans le ca»oU' le cylindre est de rci^olution. On en déduit aisé- 
ment cette propriété, qui peut servir à la construction du plan 
oseulateur : En chaque pf^int ete la parabole cylindrique^ la 
trace du plan oseulateur de la courbe sur le plan de la sec- 
tion méridienne correspondante coupe Vaxe dtt cylindre sous 
un angle constant. Enfin on peut déduire de la nijênae formule 
l'équation de l'indicatrice sphérique de la parabole cylin- 
drique, ainsi que le rayon de courbure sphérique de cette indi- 
catrice ; et l'on trouve ainsi, pour leS rayons de première et 
de seconde courbure de la parabole cylindrique, les valeurs 
suivantes : 



r 






cosa sm'V sin'a.sm v cosV sin*V.cosV 

117. Des formules et des conséquences semblables subsiste- ♦ 
raient encore si l'on supposait la projection de la force sur le 
plan tangent dirigée en chaque point suivant la tangente à la 
section droite du cylindre, V désignant alors dans ces formules 
Tinclinaison de la trajectoire sur la section droite, ou le com- 
plément de son inclinaison sur la génératrice du cylindre. 

s III- 

Du moui^emént d^un poiiit'sur un cône, 

118. Si l'on suppose, comme dans le § précédent, la 
projection de la force extérieure sur le plan tangent dirigée 
en chaque point suivant la génératrice du cône, V désignera. 
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dans les formules générales du § I, Finclinaisou de la trajec- 
toire sur les génératrices du cône; et il suffira, pour obtenir 
les équations du mouvement, de déterminer l'expression de eg , 
ou de Fangle de contingence de la trajectoire développée sur un 
plan , en même temps que le cône sur lequel elle est tracée. 
Soient donc, mni^ la trajectoire développée tournant sa con- 
Fig.* 52. cai^ité vers le sommet s, qui joue le rôle 

de centre des forces attractives; sm= r, 
jm' = r -f- rfr, deux rayons vecteurs in- 
finiment voisins formant entre eux un 
angle dO et coupant la courbe en /n, m' 
spus les angles aigus V et V-f- V. Si l'on 
mène les tangentes mt^ m! t^ la valeur absolue e^ de leur angle 
sera donnée par l'équation 

d'où 

On a d'ailleurs, suivant une formule connue, 

tangV=±r-— ; 

dr 

et comme on a suppposé, dans la figure, l'angle V aigu et la 
diflérentielle dr négative, on doit prendre le signe — dans 
* cette formule, ce qui donne 

dr 
d9z= tangV. 

On a donc enfin ^ 

dr 



'g= — dV — — tang V: 



pour valeur absolue de l'angle de contingence géodésique de la 
trajectoire conique primitive. 

L'intégrale 1 — ^î contenue dans l'équation (I), devient 
alors 

r dw rdr T • V • 

J tangV J r 



J 
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la quantité «*' **"8* est ^ale à ■ . » et Ton a 



(0 



rsinV 
G 



r.biQV jj 



Si Ton désigne, en outre, par p' le rayon de courbure de la 
ligne plane suivant laquelle se transforme la trajectoire co- 
nique du mobile par le développement du cône sur un plan, 
on pourra remplacer r^ par p' dans la formule (II), qui devien- 
dra 



p» 



(2) -;-=:Gsin7.sinV. 

Or les équations (i) et (2) ne diffèrent en rien des équations" 
qui définiraient le mouvement dans le plan d^uu mobile soumis 
à Faction d'une force dont Tintensité, constante ou variable/ 
serait mesurée en chaque point par Gsiny, et qui serait con- 
stamment dirigée vers un centre fixe; r désignant alors la dis- 
tance du mobile à ce centre; et Y, rinclinaison sur la trajec- 
toire de la droite qui meswe cette distance. On a donc ce 
second théorème général : ^ 

Un point matériel se moui^ant^ sur un cône quelconque, 
sous l'influence de la réaction normale de la surface et d'une 
force extérieure dont la projection sur le plan tangent est 
dirigée en chaque point suiuantla génératrice du cône; si, à 
un instant quelconque du mouvementy on suppose développés 
sur un plan le cône et la trajectoire du mobile, et si Von con^ 
çoit en outre que les forces qui produisaient le mouvement 
primitif estimées suivant les génératrices y conservent dans ce 
développement et leur intensité et leur direction^ en concou- 
rant par suite au sommet du cône développé : le mobile^ sous 
r influence de ces forces y continuera à décrire dans le plan^ 
avec les mêmes ^vitesses aux mêmes points y la transformée de 
la trajectoire quil eût décrite sur le cône. 

Quanta la pression exercée par le mobile sur la surface, on 
trouve d'abord, en remplaçaut v par sa valeur actuelle (j) 

i3 
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dans la formule (III) 

O 
R sm* V . r^ 

On a d'ailleurs, en remplaçant i par Y dans la formule (36^) 

dé la page i35, 

R, . sin' V =r sin fl . r tang A, 

pour le rayon de courbure R, d'une ligne quelconque tracée 
sur un cône : a désignant dans cette formule l'inclinaison du 
plan osculateur de cette ligne sur Iç plan tangent ; A , le demi- 
angle au sommet du cône droit, osculateur du cône proposé 
suivant la génératrice considérée; et r et V ayant la même 
signification que dans les formules précédentes. Si donc on 
veut déterminer le rayon de courbure R de la ligne géodésique 
tangente à la trajectoire au point considéré, il suffît de poser 

n =- dans cette formule. Il en résulte 

2 

Rsîn*V=:rtaDg A ; 

■et la pression prend cette nouvelle forme 

* 

^ ' /^tangA ' 

CoKOLLAiRB. Il résulle du théorème précédent que les di- 
verses propositions, relatives au mouvement plan d'un point 
soumis à l'action d'une force centrale, peuvent être transpor- 
tées au mouvement sur un cône quelconque. Ainsi , par exem- 
ple, la trajectoire du mobile sera, sous certaine condition 
relative aux circonstances initiales du mouvement, une hélice 
conique^ c'est-à-dire une trajectoire des génératrices rectilî- 
gnes du cône, si la force agissant sur le mobile tendconstam-^ 
ment "vers le sommet du cône, et si elle est inversement pro- 
portionnelle au cube de la distance du mobile au sommet. 

H9. Scolie. Les résultats précédents, relatifs au cylindre 
et au cône, peuvent être généralisés, et étendus au mouve - 
ment d'un point sur une surface développable quelconque. 

Considérons, en eflet, la trajectoire d'un mobile sur une 
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pareille.surface ; développons celle-ci sur un plau^ et désigaons 
par e' et r' Tangle de contingence absolue et le rayon de cour- 
bure absojue de la transformée plane de la trajectoire primi- 
tive : on aura, d'après le théorème de M. Liouville {voir 
page 8), 



e — Ca, r — rg\ 



et Ton pourra écrire simultanément les formules suivantes, 
identiquement équivalentes, deux à deux : 

i>=zCeJ ^"^^ , ou (i) p = Cc./'»"eV; 



(II) — = Gsin7 .sinV, ou (2) -^ = G sing 7 . sin V, 



(I) v — QeJ '**"&% ou (i) 

Or, les formules générales (I) et (II) sont applicables au 
mouvement dans le plan, pourvu qu'on y remplace les é/é- 
ments relatifs à la courbure géodésiquç de la trajectoire par 
les éléments analogues relatifs à la courbnre absolue. Les for- 
mules (1) et (a) définissent donc le mouvement, suivant la 
transformée plane de la trajectoire primitive, d'un mobile 
sollicité par une force, dont la grandeur est Gsiny, et dont la 
direction fait un angle V avec la direction du mouvement. On " 
a*donc cet énoncé général : Dans toute surface déi^eloppable, 
la trajectoire d*un point matériel <}ui se meut sur la surface^ 
et la vitesse du mobile en chaque point delà trajectoirey se 
conservent, dans le développement delà surface sur un plan^ 
pourvu que la composante^ suivant le plan tangent^ de la 
force extérieure primiti\^e consen^e^ dans le développement^ 
sa grandeur absolue et son inclinaison par rapport à la tra- 
jectoire. 

IV. 

Du mouvement sur la sphère. 

120. Hypothèses et notation. Nous considérerons exclusi- 
vement^ dans ce qui suit, le cas du mouvement sphérique d'un 
mobile soumis à la réaction normale de la surface et sollicité 
par une force extérieure G, constamment située dans le 

i3. 



iy6 SECONDE PARTIE. — CHAPITRE DIXIÈME. 

« 

plan détenniné par le mobile et par un diamètre fixe Ah! 
de la sphère. Ce diamètre représentera, en particulier, la 
commune direction des forces extérieures, quand elles seront 
supposées parallèles ; et son extrémité inférieure A pourra , 
dans tous les cas, recevoir le nom de centre des forces concott' 
rantes. Il résulte de cette hypothèse que la composante suii^ant 
le plan tangent^ Gsiny, de. la force extérieure qui agit sur le 
mobile en y;i, est dirigée suiv^ant la tangente à Varc de grand 
cercle m A qui réunit le point w au point A; et que l'angle 
désigné précédemment par V n'est autre chose que T inclinaison 
de Tare A m sur la trajectoire mm\ 

Nous prendrons donc le point A pour origine des coordon^ 
nées polaires p = arc A /ri et ^ ^ et nous désignerons par p l'arc 
de grand cercle, abaissé de l'origine perpendiculairement à 
l'arc de grand cercle tangent à la trajectoire en /ai,- l'arc p 
^lant défini par l'équation smp =sinp sinV. 

i21. Cela posé, remarquons d'abord que la trajectoire du 
mobile est nécessairement située, par rapport au grand cercle 
tangent en l'un quelconque de ses points, du même côté que 
l'origine A des rayons vecteurs : car la composante utile de la 
force extérieure étant, par hypothèse, dirigée suivant la tan- 
gente au rayon vecteur sphérique qui aboutit au pôle A, son 
action a pour etXel d'écarter le mobile du grand cercle qu'il dé- 
crirait avec sa vitesse actuelle, si cette force était supprimée, 
^t'de le rapprocher du pôle A. Nous devons donc, d'après la 
Remarque II de la page 43, écrire 

ds sinp . dû 
r» = — = -4- ■ — ~ 

pour le rayon de courbure géodésique de* la trajectoire; d'où 

ds d . sinp 

^v = :ï : — ^' 

* ap smp 

D'ailleurs, on a toujours, en grandeur et en signe, 

ds I 

dp cosV ' 
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si en résulte 




I d,s\np 

c : î-, 

® cos V sin p 


• 

Cg d . sin/; d . sin / 
tangV sin V sin p sin/? 


Ç 


^^ T • 

—^ 1 «in M • 


\ . 


— J^ bin/?, 



et la substitution de celte dernière valeur dans la formule (1) 
de la page i86. nous donne d^ abord, 



sin/i sin p sin V 

Donc ; La vitesse^ en chaque point rie la irajectoire, est in- 
versement proportionnelle an s] nns de ia distance sphérique 
du centre des forces concourantes^ à Parc de grand cercle 
tangent à la trajectoire au point considéré. 
tîa formule (II) 



.«»' 



r„.z= 



Gsiny.sin V 
donne ensuite, en remplaçant v par sa valeur (I'), 

aiM * sinp.r/p _ C^ 

• d.smp Gsin7.sin /?.sinV 

et la formule (III), dans laquelle le rayon de courbure R de la 
ligne gëodésique tangente à la trajectoire sera remplacé par le 
rayon de la sphère qui a été pris déjà pour unité, nous donnera 
enfin 



P» 



.(Iir) N = G ces 7, 

.1 

pour la pression exercée^ par le mobile sur la surface. 

Telles sont les équations générales définissant les diverses 
circonstances du mouvement sphérique d'un point soumis à 
l'action de forces que l'on peut appeler concoar«w/e5/ la se- 
conde fournira l'équation différentielle, entre certaines coor- 
données sphériques, de la trajectoire cherchée, quand, après 
avoir particularisé la loi des forces, on y remplacera G sin y par 
la valeifr qui répond à la loi supposée; et sous leur forme gé- 
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nérale actuelle, les équations (V) et (II') sont analc^es aux 
formules connues 



p ^ ' *^ G./?'9inV 

quî dëGnissent, à chaque instant, la vitesse et le rayon de cour- 
bure p' de la trajectoire d'un point piatériel se mouvant, dans 
un plan, sous l'action d'une force centrale. Nous verrons 
d'ailleurs que cette analogie, ainsi constatée d'une manière 
générale, ne disparait pas dans les applications et devient, au 
contraire, plus frappante, quand on particularise, d'une ma- 
nière semblable, la loi des forces qui produisent le mouvement 
sur la spbère et sur la plan. 

Scoh'e. Les formules, précédentes sont les seules que nous 
naus proposions d'employer. Nous établirons néanmoins deux 
autres formules, analogues à celles de M. Binet, et fournissant, 
en fojiclion des coordonnées s^hériques p et^ de la trajectoire, 
les expressions générales de la vitesse du mobile et de la force 
*centrale qui accélère le mou-vement. 

On a d'abord 

p^^^ _J 1-, et sin^p.d^=zCdty . 

de' ^ ^ 

C désignant une constante; cette dernière relation provenant 
de ce que la projection du mobile, sur un plan perpendiculaire 
au diamètre central, décrit des aires proportionnelles aux 
temps. 

On a donc, par l'élimination du temps, 



"Ai^A&] 



ou 



(IV) 




Cette formule n'est d'ailleurs que la traduction, sous forme 
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ditlëreiTiielle, de Téquaiion {V) 



sinp sin p, sin V 

Si ron désigne ensuite par R la composante de la force exté- 
rieure suivant le plan tangent à la sphère, composante dirigée 
suivant la tangente au grand cercle qui joint le mobile au point 
central A 5 on aura, d'après le principe des forces vives, et en 
regardant la composante R comme positive quand elle leud à 
rapprocher le mobile du point central, 

//.f'« = zt:2RcosV.£/S = — aR.d'p, 
ou 

(l,p^ dû 

De là, en différentiant Téquatîon (IV), en substiloant et 
supprimant le facteur commun — 2-^79 

Lsin^p sin'p d^^ J 

([ue Ton peul écrire 



(V) 



Sin» p Ltang p d-^^ J 



Les formules qui correspondent au problème analogue dans 
le plan sont, com.me on sait, 




(4) "*=C' -,-t-\:7T/ 1' (5) 



Applications. 



^ "" r' L r "*" d-^' J ' 



122. Première application : au pendule spltérique. 
Si Ton suppose lai force extérieure constante j en grandeur 
. et en direction y on retombe sur le problème du pendule sphé- 
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rique \ et les formules précédentes, dans lesquelles on doit 
remplacer G par g et y par tt — p, deviennent, par ces substi- 
tutions^ 

(X) vz=:- =^^, r— rr7 

smp sinp.sinV 

(Y) r,= pl^=-SL_^, 

" a.sinp g.sin^p 

(Z) Nrrz^-hg'cosp; 

on en déduit aisément les équations ordinaires, représentant la 
trajectoire décrite par Textrémité du pendule et les circons- 
tances principales de son mouvement. 

En effet, Fintégration de Téquation (Y) ou, plus simplement 
encore, la comparaison de la formule (X) à la formule ordi- 
naire 

donne d'abord 

(i) sin'/? (cos p -h A — cospo):= — ? 

OU 

Q2 

(i') * sia'p(cosp H- A — cosp»),sin»V = — 

On a d'ailleurs 

„ . ^P sin p . „ . sin p 
taDgV= sm û : ^= —I. , sm V =f , ^ ; 

et si, portant cette valeur dans (i'), on résout par rapport à 
p', il vient • 



sin'p (cosp -+- A — cos pA 

p = -TP = sin p ;= ^ 

V 2g 
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dû nz\a^ 
de là , en posant cos p = Zy sîn* p = i — ^'5 ^ ^^ / ■ , 

i/ dz 

(X.) d^= . V ^^ • 



(i-*')y/('-^')(2-+-^-«o- 



ai 



L'équation (X), appliquée aux données initiales du mouvement, 
fournît d'ailleurs immédiatement Texpression de la constante, 
à savoir 

0=zif\ sin^ po sin'Vo = ^gh sin'p, sin'V„, 
d'où 

(I,) ^ = /*sin'p,,sin'V.= /r(i — zJ)sin»Vo. 

Enfin, l'on tire successivement de l'équation (X) 

ds_ C 
dt sinp.sinV 

« = ^smp.</^sin V=:-sinp.smp£/4' = - ^ — '^ = 7^ ' 



^^(; = 



i — r^» 



dont la comparaison à la relation (Xi) conduit à cette autre 
formule 



(X,) ^.=1 ^^ 



^,^(i — z^){z^h — z,) — -^^ 

Quant à la pression, la formule (Z) devient, dans notre nou- 
velle notation, 

(X3) N=~-l-^2; 

et les formules (Xi), (X2), (Xs) sont identiques à celles que 
l'on obtient par l'emploi de la méthode analytique ordinaire. 

123. Les formules (X) et (Y) mettent en outre en évidence 
des analogies remarquables, et non encore observées, entre le 
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mouvement de rextrémité du pendule spliérique et le mouve- 
ment plan d'un point matériel attiré par un centre fixe pro- 
portionnellement à la distance. 

On sait, en effet, et c'.cstun des premiers théorèmes découverts 
par Newton sur les forces centrales, que la vitesse en un point 
quelconque de la trajectoire elliptique plane est int^ersement 
proportionnelle à la distance du centre attirant à la tangente 
en ce point ; le ray.on de courbure de t ellipse en ce point étant 
en raison inverse du cube de la même distance : et il résulte 
de nos formules que dans le niouv^ement sphérique considéré^ 
la vitesse en chaque point est encore im^crsement proportion^ 
nelle au sinus de la distance sphérique du point central A de 
la sphère à Varc de grand cercle tangent à la trajectoire en 
ce point, le rayon de courbure géodésique de la trajectoire 
étant, de même^ en raison inv^erse du cube du même sinus. 

On aperçoit aisément d'ailleurs la'cause première, Torigine 
de ces analogies ; car, dans le mouvement sphérique, la com- 
posante de la gravité suivant le plan tangent à la sphère est, en 
chaque point, dirigée suivant la tangente a l'arc de grand cer- 
cle m A qui joint ce point au point central A, et la grandeur 
de cette composante est proportionnelle au sinus du même are. 

Les analogies des deux mouvements, assez intimes comme 
on le voit, s'arrêtent cependant aux trajectoires elles-mêmes 5 
et la courbe décrite par l'extrémité du pendule n'est pas une 
ellipse sphérique {voir^, 2o5 la cinquième application). 

124. Les formules (X) et (Y) permettent encore de déter- 
* miner d'une manière très-simple quelles doiv^ent être les cir- 
constances initiales du mous^ement pour que la trajectoire dé- 
crite par rextrémité du pendule soit un petit cercle de la 
sphère; sans ajouter, comme on le fait ordinairement, cette 
restriction inutile que le petit cercle soit horizontal. 

Pour que la trajectoire, en effet, soit un petit cercle, il faut 
et il suffît que son rayon de courbure géodésique soit constant; 
ou, d'après la formule (Y), que l'arc p demeure constant. Mais 
on voit immédiatement dès lors, que les arcs p et p coïncident, 
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et que le petit cercle considéré est nécessairement horizontal : 
en même temps les formules (X) et (Y), dans lesquelles on 
remplace r^ par tangjO et p par p, deviennent 

C ^, sîn<p 

sm^p cosp 

d'où 

, sin'p 

COSp 

Il en résulte que la vitesse est constante^ et, en particulier, que 
la grandeur de la vitesse initiale est définie par la relation 

cette vitesse étant d'ailleurs dirigée suivant la tangente au 
petit cercle, et étant dès lors perpendiculaire au plan vertical 
du point de départ. 

125. Seconde appUcalion, La formule (Y), dans laquelle 
on remplacera le nombre constant g par le nombre indéter- 
miné G, peut servir, en particulier, à déterminer la loi géné- 
rale des forces parallèles capables de produire un mom^ement 
circulaire. 

Si Ton regarde, en effet, r^ comme constant dans cette for- 
mule, on en déduit 

C 
sm^/i 

* pour expression de la force en chaque point de la trajectoire 

circulaire, C désignant une constante : et Ton voit que si la 

force G est constante, il en est de même dep^ei le cercle décrit 

par le mobile est horizontal 5 tandis que si la force est variable, 

il en sera de même de p^ et la trajectoire du mobile sera un 

petit cercle quelconque de la sphère. 

Si, au lieu de considérer la valeur absolue de la force, on a 

seulement égard à sa composante utile Gsinp, on déduit, de la 

formule précédente, 

C 

^ ^ sin^p.sm-*V 
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pour expression de cette composante : et celte formule est ana- 
logue à la formule connue 



G' = 



Hsin^V 



qui définit la loi des forces centrales capables de produire, dans 
le plan, le mouvement circulaire d'un mobile. 

126. Troisième application. Proposons-nous de déterminer 
la loi des forces parallèles G, capables fie faire parcourir 
au mobile une ellipse sphérique ayant le pôle A pour l'un 
de ses foyers , 

Nous avo«is trouvé, pour le rayon de courbure géodésique 
de l'ellipse sphérique rapportée à l'un de ses foyers A [voir 
p. 45, formule 11), 

2sinfaH-7) sin (a — 7) i /* 

^ sinaa sin=*V sin^V 

k désignant une constante; et la comparaison de cette valeur à 
la suivante 



rg~ 



G sin^/^ Gsin'p . sin^V 



déduite de la formule (Y) en y remplaçant g par Tindéterminée 
G, donne, pour expression de la force cherchée, 



A- sm ' 



ou 

C sin 2a 



l «^3 ) G """ ■ ■ ; -w 

2sin (a-i-y) sin(a — 7') sin^p sin'p 

et 

C 
(x'3) G sin p = -:---: 

^ ' ' sm'p 

C désignant une nouvelle constante. 

127. Quatrième application. Demandons-nous encore, 
quelle est la loi des forces parallèles, capables défaire par* 
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courir au mobile une loxoriromie sphérique ayant pour pôle 
le point A ? 

Nous pourrons encore, pour résoudre le problème le pliis 
simplement possible, employer la formule (i3) de la page 47 ? 



'•if 



tangp sinp 

sinV siny . cosp 



qui cbnne le rayon de courbure géodésiqûe de la loxodromic 
sphérique 5 et sa comparaison avec la formule (Y) nous don- 
nera 

O sinp 

G sin^ p . sin^ V sin V . cosp 
Delà, en remarquant que V est ici une constante, 

^ sm'V sm*p sm'p 

et 

C'.cosp 

' sm^p 

128. Cinquième application. Déterminer la loi des forces 
parallèles capables de faire parcourir <iu mobile une ellipse 
' sphérique ayant pour centre le point A. 
La comparaison de la formule (Y), 

à la formule (lo) de la page 44» 

. cos^p 
^ s\n^p 

qui exprime le rayon de courbure géodésîque d'une ellipse 
sphérique rapportée à son centre, donne immédiatement, pour 
la force G capable du mouvement dont il s'agit, 

C» I 
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et 

^ . C- sinf3 

On a d'ailleurs, pour la pression exercée par le mobile sur la 
surface, 



«»' _ C C» I 



7 VJ 



N = — -h G cosT> = -r-7- -*- -77- pv 



ou 



N = CM -r-'-- -h 

sin'/; 



i4-tang^p \ 



et si Ton remplace dans le second membi^ -r— - par sa valeur 

^ sin7> '^ 

tirée de l'équation (C), page 44 9 il vient 



ou 



(1 -4- a') (1 -f- ^M C^ 

(«T N = C'. ^ .L ^ = . , . ,A = constante. 

^ ' «'^^ sin'a.sm'P 

Il résulte, de la proposition 8 du livre des Principes^ que 
V ellipse plane peut être décrite par un mobile soumis à une 
force attracti\^e% perpendiculaire à Vaxe de V ellipse^ etinver-t 
sèment proportionnelle au cube de la distance à l'axe. Et il 
résulte de même des formules précédentes que l* ellipse sphé- 
rique peut être décrite par un mobile sollicité par une force 
répulsive^ perpendiculaire au plan du grand eercle cjui a pour 
pôle le centre de l'ellipse^ et inversement proportionnelle an 
cube de sa distance à ce plan^ la réaction exercée par la 
sphère sur le mobile étant d^ ailleurs constante. 

Remarque I, L'ellipse plane, considérée comme section du 
cône, peut être placée sur le cylindre^ et il en est de même de 
l'ellipse sphérique : car cette courbe étant, par définition, 
l'intersection d'un cône de second degré et d'une sphère con- 
centriques, 



'-.i, 



DU MOUVEMENT SLR Lk SPHÈRE. 20J 

elle appartient à l'un quelconque des trois cylindres du second 
degré, dont on obtient les équations en éliminant alternative- 
ment z^y on X entre les deux équations précédentes. Par la 
première élimination on trouve 

a^ *^ b^ sia'a sin^p 

et l'ellipse que représente cette équation dans le plan des xj 
peut être considérée comme la trajectoire d'un mobile soumis 
aux projections des forces N et G sur ce plan. Mais la projec- 
tion de la dernière est nulle; la projection de la première passe 
constamment par le centre de l'ellipse : pHe est donc propor- 
tionnelle au rayon vecteur delà projection; et Ton parvient 
ainsi, d'une manière intuitive, à la conclusion que la réaction 
primitive N est constante. 

on peut calculer aisément la durée commune T = T' de la 
révolution du mobile projeté sur l'ellipse plane, ou du mobile 
primitif sur Fellipse spbérique. Car si l'on désigne par p\ t^' 
et N' le rayon vecteur du mobile projeté, sa vitesse et la force 
qui le sollicite*, X)n aura, en employant des formules connues, 

et de là, en remplaçant T', a'^ è' par T, sina, sin(3, et dé- 
duisant la valeur de C, en fonction de C, de la comparaison 
des formules 

^ ' sm'asin'p ' «n'asin^p ' 

jl vient 

„ Tisinasinô 2 7rsina.sin8 i-n ^ 

La durée de la résolution sera donc la même pourioufcs les 
trajectoires elliptiques dans lesquelles la pression exercée 
par le mobile sur la surface aura la même ^valeur. 

Remarque II, La projection de l'ellipse spbérique sur le 
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plan des xz est encore une ellipse plane si- a ^ 6, et cette pro- 
jection peut être coïKidérée comme la trajectoire d'un mobile 
qui serait soumis premièrement^ à une force attractive N', 
émanant du centre de Tellipse et proportionnelle à la distance; 
secondetnent , à une force répulsive G' = G, dirigée perpen- 
diculairement à Taxe horizontal de Tellipse et inversement 
proportionnelle au cube de la dislance à cet axe. D'ailleurs 
l'ellipse entière n'est que la trajectoire théorique du mobile, 
la trajectoire réellement parcourue se réduisant à un arc déter- 
miné de cette ellipse, intérieur à. la sphère, et limité par une 
corde parallèle à l'axe horizontal. Le mobile oscille donc in* 
définiment dans cet arc^ sa vitesse devenant nulle à chacune de 
ses extrémités, et la durée d'une double oscillation étant définie 
par la formule (/). Enfin les oscillations dans deux arcs déter- 
minés, appartenant à deux ellipses distinctes, seront isochrones 
toutes les fois que les forces centrales, qui concourent aux mou- 
vements oscillatoires produits le long de ces arcs, auront la 
même valeur à une même distance du centre. Ces résultats 
ont quelque analogie avec le fait, observé par Lagrange et Le- 
gendre, et expliqué d'une manière générale par M. O. Bonnet, 
de la conservation de la trajectoire dans la superposition de 
diverses forces capables, isolément, d'une même trajectoire 
{^Journal de Mathématiques, i844î tome IX, page ii3). 

129. Scoliè, Les formules précédentes, qui donnent la loi 
des forces capables de faire parcourir au mobile un petit 
cercle, une loxodromie ou une ellipse sphérique, présentent 
une intime analogie avec les formules cori^espondaiites, rela- 
tives au mouvement plan d'un point matériel soumis à l'ac- 
tion d'unjB force centrale. Il convient néanmoins, pour la faire 
ressortir d'une manière plus complète, de n'avoir égard, dans 
les formules relatives au mouvement sphérique, qu'à la com- 
posante utile Gsinp de la force extérieure, et non à la valeur 
absolue G de cette force. 
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S V. 

Du mouvement d*un point sur une surf ace de réi^ofution. 

130. On a, pour Tangle de contingence géodësique Cg d'une 
ligne quelconque tracée sur une surface de révolution (voir 
page 122, formule 33 i«), 

* \ cosV rj 

V désignant l'inclinaison de cette ligne, au point considéré, 
sur la section méridienne passant par ce, point, et rie rayon 
du parallèle correspondant. 

Si donc on suppose que la ligne considérée soit la trajectoire 
d'un mobile soumis à la réaction normale de la surface et à 
une force extérieure constamment dirigée dans le plan de la 
section méridienne^ la projection de cette force sur le plan 
tangent sera, toujours dirigée suivant la tangente à la section 
méridienne; la lettre Y aura la même signiBcation dans l'équa- 
tion précédente et dans les formules générales (I), (II) et (TII) 
de la page i86 : et l'on aura, en remplaçant dans la première 
de ces formules Cg par sa valeur, 

1 — £ — = — I I — = — L rsmV: 

J tang V J tang V J r 

et, par suite, 

C 

^ * r. sinV 

C désignant une constante. La formule (II) deviendra alors 



(«") 



V 



3 



o 



r 



i — 



Gsin7.8inV Gsiny.r'sin'V 



et l'on aura toujours, pour la pression. 



p' 



(Iir) N = - — Gcosy. 

i4 
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131 . Sans nous arrêter à la discussion du signe — qui figure 
au second membre de la formule (A), proposons-nous de dé- 
terminer directement l'expression de la vitesse. 

Nous remarquerons, à cetetlet, que, par suite de Thypothése 
sur la direction de la force extérieure, le mobile peut être 
considéré comme se mouvant librement dans l'espace, sous 
Taclion d'une force unique rencontrant constamment Taxe oz 
de la surface : il en résulte que la projection du mobile sur un 
plan perpendiculaire à Taxe décrit des aires proportionnelles 
aux temps \ et Ton a 

C désignant une constante. On a, d'ailleurs, 

^t Ton déduit, de la combinaison de ces deux relations, 

_ C _ C _ C 

r/w rdtû r sin V 

ds ' ds 

On yoit que cette formule renferme celle que nous avons déjà 
donnée sur le mouvement sphérique d^un point matériel ; et 
qu'elle est comprise elle-même dans l'observation de Newton, 
qui a été rappelée au commencement de ce chapitre. 

1»12. Applications, Proposons-nous de déterminer quelles 
doii^ent être les circonstances initiales du mouv^ement, pour 
4jue le mobile parcoure^ dans le cas ordinaire de la pesan- 
teur^ un parallèle de la surface. 

On aura, dans ce cas [voir fig. 53 ), 

V=:--, r = constante = r^, r.= ;, et yrrTr — i: 

2 ^ ces/ ' 

/désignant l'angle aigu que fait avec l'axe la normale à la sur- 
face. On trouve, par la substitution de ces valeurs dans les 
équations (I) et (II), 

C /* C c 

V ±= I', = - = constante, : =:= — , y ou - = J^r. tanL'/ ; 
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/ 

et la comparaison de ces formules donne - 

pour la grandeur de la vitesse initiale, qui devra d'ailleurs être 
dirigée perpendiculairement au plan vertical passant par le 
point de départ. 

Le mouvement du mobile sera donc uniforme, et la durée 
de sa révolution sur le parallèle sera donnée par la formule 



T == 27r . - 



-y OU T = 27tl/ :=r27ri/ : 

V V g^.tangi V g 

S.N désignant la sous-normale de la section méridienne, au 
point de rencontre de cette section et du parallèle décrit par le 
mobile : Cette durée est donc égale à celle de Foscillation 
totale d^un pendule simple, d'une longueur égale à la sous- 
normale (Euler, Mechanica^ t. II, p. 492)- 

Si la surface est un. paraboloïde de révolution, les temps 
périodiques seront égaux pour tous les parallèles ] et la lon- 
gueur du pendule simple effectuant une oscillation totale, dans 
le même temps, sera égale au demi-paramètre de la parabole 
méridienne (Huygens, Horologium •oscillatorîum^ p. i6o, 
VI ; Euler, Mechanica, t. II, p. 493). 

On trouve d'ailleurs pour la pression normale, en rempla- 

çant dans la formule (111') R par -r-r; et y par tt — i, 



p» 



N = — sin i -hg ces/ ; 
r 



et de là, en ayant égard à Texpression actuelle (A) de la vi- 
tesse, et en simpliâant, 

(B) N=r ^ 



ces/ 



133. Proposons-nous encore de déterminer quelle doit être 
la section méridienne d'une sur/ace de résolution, pour qu un 
mobile parcoure sur cette surface une loxodromie^ sous Fac- 
tion d'une grai^ité constante, 

.4- 
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Il sufiit) pour résoudre ce problème, de comparer la for- 

•mule (IF), qui donne Texpression générale du rayon decour- 

Fig. 53. bure géodésique de la irajectoire^ à celle 

formule (i;o/rp. ia5, formule 35) 




/• 






' sin V . cosi sin V , cosy 

<[ui r^résenie le rayon de courbure géo- 
désique d'une loxodromie coupant, sous 
'l'angle constant V, les divers méridiens de la surface. 
X3n déduit de celte comparaison T^galité 



ou 



sin V . C0S7 g'sin 7 . r* sin^ V 






C désignant une nouvelle constante. De là, en posant [voir Va 

dy 

figure) r = x, tang y = tang i = -j-» 







*»J= 


constante 



On en déduit 



pour équation de la section méridienne de la surface cherchée j 
et cette section, comme on voit, est une courbe hyperbolique 
du troisième degré, appartenant à la 69* espèce de Ténumération 
newtonienne. 

s VI. 

Du mouvement d 'un point sur une classe particulière de 
surfaces gauches^ dans le cas oii la courbe décrite par le 
mobile est une trajectoire des génératrices rectilignes de la 
surface. 

134. On a, pour le rayon de courbure géodésique d'une 
-trajectoire sous l'angîe V des génératrices rectilignes d'une 
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surface gauche quelconque ( voir page i48, formule 4o'), 



(0 



_</*_!-+- ^^R' I 



■•'ff 



'g 



k^K 'sinV' 



cVoù Toa déduit, successivlsnient, 



^e- 



'g 



tangV 



r-:— • sin V . ds^, 

1 -h A^' R' 

X^R ^ , 
-— -- • cos V . as. 



{^y 



tang V ~ i-+r X'R'"^ 2/ i 4- A^' R^ 



1 



Fig. 54. 




sî fon regarde la surface gauche comme engendrée par les 

bi-normales tïune ligne à double 
courbure dont la seconde courbure 
demeure constante : auquel cas on a 

^R zzz d[f.cosV,. 
ainsi que 

(A) [ :-**• 

I et A = constante 

{^voit la notation de la page i44)* 

Cela posé, si l'on, regacde la trajectoire actuelle comme 
décrite par un mobile soumis à la réaction normale de la sur- 
face et à une force extérieure G, dirigée en chaque point sui- 
vant la génératrice rectiligne OA de la surfece; en transportant 

la valeur {2) de — ^ dans la formulp (I) de la page 186, et la« 

valeur résultante de (^, ain»i que la. valeur (i) de R, ,g= r^y, 
dans la formule (II) de la même page, on aura ces deux équa-? 
tions : 

C 



{r>" 

[IV) 



cos Y 

G==c^x^R. 



Elles conduisent à cet énoncé très-simple : Les forces y dirigées 
suivant les génératrices de la surface^ et capables de faire 
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parcourir au mobile une trajectoire de ces générairices^ sont 
proportionnelles aux segments interceptés sur les généra^ 
trices entre la trajectoire et la ligne de striction de la surface; 
et la ^vitesse du mobile en chaque point, estimée suivant la 
tangente au point correspondant de la ligne de striction ^ 
demeure constante; cette dernière propriété résultant de ]a 
formule (F) que Ton peut écrire, Tangle V étant constant, 

«^suiy.cosf =: Csin V =r constante. 

U résulte encore de là une autre propriété curieuse, relative 
aux mouvements simultanés de deux mobiles lancés en même 
temps 9 de deux points situés sur une même génératrice^ et stti- 
vant une même inclinaison Y par rapport à cette génératrice. 
Ob anra^ en effet, à une époque quelconque du mouvement 
simultané des deux mobiles, 

PÛnycos(f =CsinVy G =C*^*R; 



Si donc on pose 




(B) 


C G R 
€'~'' •*" G'~R'' 



on aura, successivement, 

9 sin V cos ç = «'' sin V cos y V 

ds. . __ ''^ • ,T / 

-T-sin V COS9 = -7- sm V cos ® • 
dt ^ dt . 

• da = da'y 

db et d(/ désignant les projections sur la ligne de striction des 
arcs décrits dans le même temps dt par les deux mobiles : or, il 
résulte de cette égalité^ et en ayant égard à la restriction ex- 
primée par la relation (B), que les deux mobiles se trouvent 
toujours, à une époque quelconque du moui^ement, sur la 
même génératrice de la surface. 

Ces résultats sont immédiatement applicables à Vhéliçoïde 
gauche à plan directeur y qui est du nombre des surfaces repré- 
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seutées par les équations (A). On en déduit, en particularisant 
Tangle V^ la description, par le mouvement d'un point, des 
lignes de courbure de cette surface, qui coïncident, comme 
on sait, avec les trajectoires sous Taugle de 4^ degrés des gé~ 
nérairices rectilignes de la surface. • 

De la hf^chistochrone sur une surface de révolution, , 

135. L^étude du mouvement libre d^un point dans le plan 
a pour complément ordinaire l'étude du mouvement d'un point 
assujetti à demeurer sur une courbe plane donnée. Il convien- 
drait donc de compléter de la même manière Tétude du mou- 
vement d^un point sur une surface. L'un des problèmes les 
plus intéressants, auxquels donne lieu cette étude complémen- 
taire, est celui qui a pour objet de déterminer ^iie//e est, parmi 
toutes les lignes qui, sur une surface donnée, reunissent deux 
points donnés y celle qui serait parcourue dans un temps mi^ 
nimum par un mobile soumis à des forces extérieures données. 

Ce problème, déjà résolu par M. Rgger à l'aide du calcul des 
variations, est susceptible d'une sol-ution élémentaire pour 
certaines surfaces particulières, et notamment pour les sur- 
faces de révolution. En effet, de ce que deux portions d'une 
pareille surface, adjacentes à un même parallèle, sont super- 
posables, il résulte que la solution, donnée par Maclaurin, du 
problème analogue dans le plan, leur est exactement appli- 
cable- C'est ce que nous allons faire voir en terminant. 

i). Soit AMM'B la brachistochrone cherchée, issue du 
point donné A,; et coupant en B le méridien donné OBO'. 
Traçons sur la surface les parallèles Ai, Ba terminés aux 
méridiens des points A et B. Il est facile de voir que la ligne 
cherchée coupe or thogonalemcnt le méridien OBO', et qu'elle 
est tout cjilière comprise dans le trapèze curviligne AèBrt. 
Nous la chercherons donc parmi les lignes qui satisfont à ces 
conditions et qui joignent le point A au point indéterminé B^ 
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et d'ailleurs, toutes ces lignes, projetées suivant des méridiens 
sur le parallèle a B, auront même projection, à savoir Tare aB. 

Quant à la loi des forces extérieures qui produisent le 
mouvement, nous supposerons seulement : i^ que la force 
extérieure, en chaque point de la surface, soit située dans le 
plan de la section méridienne, de telle sorte que la compo- 
sante actix^e de cette force, qui produit le trav^ail et les varia- 
tions de vitesse du mobile, soit constamment dirigée suivant 
la tangente à la section méridienne ; 7? que la composante 
actwe de la force extérieure ait la même valeur pour tous les * 
points de la surface situés sur un même parallèle : ces condi- 
tions se trouveraient réalisées, en particulier, dans le cas 
ordinaire de la pesanteur, Taxe de la surface étant supposé 
vertical; ou encore, dans le cas, plus général, d'une gravité 
toujours parallèle à Taxe de la surface, mais variable d'un 
parallèle à l'autre, et constante pour un même parallèle. 

Il résulte, de ces conditions, que la vitesse d^un mobile qui 
parcourrait successiv^ement les disperses trajectoires AMB, 
AM, B, serait la même pour les points de ces trajectoires si- 
tués sur un même parallèle^ et, en particulier, que la vitesse 
acquise en B, par la chute sur Vune d* elles ^ serait la même 
pour toutes : soit Vi cette dernière vitesse. 

2). Cela posé, le temps par AMB parcouru avec la vitesse 
variable (^, ou S (AMB, i^), devam être un minimum, ce même 
temps, diminué de celui employé à parcourir le parallèle an B ' 
avec la vitesse t'i, sera encore un minimum, 

S. (AMB, «») — ^.(a/sB, P|) = ittioiimim. 

D'ailleurs, si, par une suite de méridiens successifs, on décom- 
pose, en un même nombre d'éléments successifs MM' et nn\ 
la trajectoire AMB et le parallèle a/iB; la différence précé- 
dente sera rendue minimum, si Ton rend minimum chacune 
des différences élémentaires, 

^ /,.,,, V f. r , \ MM' nn' MM' • mW 

V f'i V r 

*'i • — 
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mM' étant la porlion du parallèle du point M' correspondant 

à la portion n/i' du parallèle awB-, et /, 
r, désignant les rayons des parallèles des 
points M' et B, de sorte que Ton a 




«/l' =r iw M' . — • 
r 



Eulin, Ui»— désignant une nouvelle vi- 



tesse , la différence précédente revient à 
celle-ci, 



6. (MM', f') — S./wM', v,.^\ 



qui sera minimum, diaprés le lemme de la page 119, si l'on a 



ou 

(X) 



p r, 



' xr ^ ^ 'l 

sm V = -■ = - • - ; 



r 



r »' 



r sin V r, 

= - = constante ; 

p p, 



équation qui définit la courbe cherchée AMB, et dans laquelle 
V désigne Tinclinaison de la courbe sur le méridien, 

3). Réciproquement, si Ton compare maintenant le temps 
par AMM'B avec le temps par toute autre courte AMiM', B, 
on verra que le premier est moindre que le second. Car, pre- 
nant pour éléments correspondants des deux courbes les arcs 
MJVr, M, M', compris entre les mêmes parallèles ; remar- 
quant qu'ils sont parcourus Tun et l'autre avec la même vi- 
tesse 1^1, et que les triangles rectangles M m M', MimiM', sont 
partiellement superposables ; on aura d'abord, suivant le 
lemme, et d'après la condition [x] à laquelle satisfait l'élé- 
ment MM', 



S. (MM', P) - S . (ni-SV, «^ . f ) < ^(M. M', , o) 



(^. (wiM', , p|. - J? 



ou 



^.(MM', p)- ^.(/i;7%P,)<^.(M,M',, p) ~- G. (/7, «',,»>,). 
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De ]sk, en faisan l la somme des inégaliiés semUables, et remar- 
quant qne 

l^(nn\ P,) = ^fe(/i,/i,, P.) = — , 

îl vient simplement 

S.(AMB, «')<^ Ç.(AM,B, p). C.Q.F.D. 

• mr 

136. Remarque /. L'équation précédente = constante 

ne diflire que par la forme de celle donnée par M. Roger 
{Journal de Mathématiques , tome XIII, 1848, page 49)1 

pour le cas ordinaire de la pesanteur. 

Dans le cas de la sphère, et en posant r= sinp, Téquation 
peut s'écrire 



(X,) p = C.sinpsinV = C.sin/?. 

Dn en déduit cette généralisation d'un théorème d'Euler : La 
vitesse, en chaque point d'une brachistochrone sphérique, est 
directement proportionnelle au sinus de la distance sphérique 
du centre des forces O de la sphère à l'arc de grand cercle 
tangent à la courbe au point considéré, 

liemarque II. On déduit, de l'équation (X,), 
(') dp=zCd.smp. 

On a d'ailleurs, dans le cas ordinaire de la pesanteur^ 

fi,t^ ou 7LP.dp=r. 2g sin fi cos y ,ds, 

. on 

(2) if.du= — gsinp.dfi. 

J)c là, en divisant (2) par (i), membre à membre, cl rempla- 

• » 

V'iiU dans rénuation rcsullanle -—^--^ par le ravon de rour- 

a s\ï\p *■ 
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bure géodésique r^=: — de la irajectoire, il vient 

k désignant une constante. Or, si l'on remplace dans cette 

formule u par — et r^ par —> e^ désignant l'angle de contin- 

at Cg 

gence géodésique de la trajectoire, il vient, en simplifiant, 



dt 



et l'on en déduit 



S^e^L^ 



{ xTj) ^^-~ = /" = constante ; 

c'est-à-dire que le temps T, employé par le mobile à parcourir 
un arc partiel quelconque Â^B^ de la brachistochrone spJié- 
rique, est proportionnel à la valeur de V intégrale fcg^ ou 

— < prise de V origine à V extrémité de Varc A'I^. Mais on 



/ 



''g 



trouve aisément que cette intégrale représente l'aire sphérique 
comprise entre Tare A'B' et le» tangentes sphériques menées 
par ses extrémités, augmentée de l'angle extérieur formé par 
ces mêmes tangentes : donc, dans le mouvement 'général sur 
une brachistochrone sphérique AMB d*un point soumis à la 
pesanteur, le temps^ employé par le mobile à parcourir un 
arc partiel quelconque A'B' de sa trajectoire^ est propor- 
tionnel à Vaire sphérique^ comprise entre cet arc et les tan- 
gentes sphériques menées par ses extrémités j augmentée de 
V angle extérieur de ces mêmes tangentes ^ ou, encore, pro^ 
portionnel à Parc correspondant a'b' de la courbe supplé- 
mentaire. 

Remarque 111, Quant à la nature de la brachistochrone^ 
la comparaison des formules (Xj) et (Xj) fournit cette rela- 
tion, 

--?—•= constante, ou — ^ =r constante ^ 
sin/? eos? 
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I désignant l'angle sous lequel le grand cercle tangent à la bra- 
chistochronc spherique coupe Téquateur, ou le cercle polaire 
du centre des forces O; et Ton sait que, dans le plan^ le rayon 
de courbure de la cycloïde est pareillement proportionnel au 
cosinus de l'angle que fait la tangente avec la base de la courbe. 

Remarque IV. L'énoncé précéd(;pt se simplifie, quand on 
suppose que le rayon de la sphère augmente indéfiniment; et 
Ton en déduit ces propriétés nouvelles des brachistochrones 
planes, que Ton peut d'ailleurs établir directement de la 
même manière : 

1. Si Von circonscrit à une demi-cycloïde AMB une por^ 
fion de ligne polygonale régulière , c'est-à-dire à angles 
égaux, dont les tangentes en A et B formeront les côtés ex- 
trêmes^ les points de contact des côtés successifs de ce poly^ 
gone partageront la demi-cycloïde en une suite d^ arcs iso- 
chrones y c'est-à-dire en une suite d'arcs partiels qui seront 
parcourus en des temp$ égaux, dans le mouvement général du 
mobile de A en B. 

2. La même propriété s^ applique à la brachistochrone 
relafii^e à un centre O, situé à une dislance finie^ et attirant 
proportionnellement à la distance, 

3. Enfin ^ cette propriété subsiste encore pour la poriion 
de ligne polygonale régulière circonscrite à un arc partiel 
quelconque A'B' de la brachisiochrone ; les côtés extrêmes 
de cette ligne étant toujours formés pnr les tangentes aux 
extrémités de Varc considéré A'B', et le mou\^ement suivant 
A! B' faisant toujours partie du mouvement général suivant 
la ligne totale AMB. 

Remarque V. Si Ton considère, au lieu d'une sphère, une 
surface de révolution quelconque, le temps employé par le 
mobile à parcourir un arc déterminé de la brachistochrone 
n'est plus susceptible, en général, d'une représentation géo- 
métrique simple. Si l'on dîflérentie en effet la formule (X), 
M = C . rsin V, on a d'abord 

(i) dv = C,d{r%m\)\ 
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on trouve ensuite, G désignant la pesanteur parallèle à Taxe 
de la surface, et i désignant Tinclinaison, sur Taxe, de la nor- 
male à la section méridienne, 

fl^. p» = 2 G sin i . ces V . dsy 
ou 

(2) p.rfp = Gsinï.cosV.rff ; 

d'où, par la division, membre à membre, des relations (2) 

et{i), 

G . . co%y ,d$ 

i> = - sin / 



C f/(rsinV) 

On a d'ailleurs, pour Tangle de contingence géodésique e^ de 
la trajectoire (vo/rpage 122, formule 33 his)^ 

dirsïnV) cosV i 

^ rcosV rf(rsinV) ^-^g^ 

et il vient, par la substitution de cette valeur dans la formule 
précédente, 

ds G sin ( ds 

- dt c' ~ ^' 
d'où 
/YM ""s^l Gsini _i G 

ti désignant la longueur de la normale à la section méridienne 
terminée à Taxe de la surface. 

Il résulte de cette formule que la sphère [n = constante) est 

la seule surface de révolution pour laquelle le rapport -^ de- 
meure constant, dans le cas d'une pesanteur constante (G = g) ; 
et que ce rapport ne peut être constant, pour une surface de 
révolution quelconque, que dans le cas où la pesanteur serait 
définie en chaque point par la formule 

G 

- = constante. 
n 
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CHAPITRE XI. 

DES LIGNES A DOUBLE COURBURE CONSIDÉRÉES COMME FIGURES 
d'équilibre d'un fil qui REPOSE SUR UNE SURFACE. 



Parmi les problèmes dont la solution était réservée à l'ana- 
lyse moderne, et en exceptant les grandes questions de la mé- 
canique céleste, il en est peu qui aient été remaniés aussi 
souvent que celui dont Tobjet est de déterminer la figure 
d'équilibre d'un fil, dont les extrémités sont fixes, et dont les 
éléments successifs sont sollicités par des forces qui demeu- 
rent constantes, ou qui varient suivant une loi donnée. Sans 
parler en effet de Pilluslre promoteur de ce problème, on voit 
figurer dans son histoire les noms des plus grands géomètres 
du dernier siècle et de la fin du précédent : les Bernoulli, 
licibnitz et Huygens, Euler, Clairaut et Lagrange. On lit 
même dans la notice sur Ampère (Arago, OEu^res, tome II, 
page 47) q^c ce géomètre, s'oçcupant à son tour de la ques- 
tion, avait su découvrir des lacunes dans un sujet pourtant si 
exploré. 

On doit ajouter cependant que les solutions de ce problème, 
si nombreuses quand on suppose le fil libre et la figure d'équi- 
libre plane^ deviennent beaucoup plus r^res quand il s'agit 
d'un fil reposant sur une surface^ car, en «xcèplant le pro- 
blème devenu classique de la chaînette cylindrique, on pos- 
sède seulement pour ce cas des formules, très-générales sans 
doute, mais dont l'application à telle surface particulière que 
Ton voudrait envisager exigerait peut-être, pour l'interpré- 
tation géométrique des résultats obtenus, plus d'efforts que 
letude directe et géométrique du problème. 

C'est cette étude directe que nous avons abordée^ et dont 
nous avons essayé de poser les véritables bases. Nous croyons 
les avoir rencontrées dans deux théorèmes. 
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Le premier est analogue à celui d'Huygens sur le mouve- 
ment curviligne d'un point matériel, et donne, pour les com- 
posantes tangentîelle et normale de la force totale qui sollicite 
le fil en chaque point, ces deux expressions, 

— rfï T 

-— — et - ; 
as r 

T, ds et /'désignant la tension, l'arc élémentaire et le rayon 
de courbure du fil : résultats qui ont sans doute été rencontrés 
déjà. 

Le second, que nous avons déduit du premier, nous paraît 
absolument nouveau. Il fournit : 

1^. La tension du fil, par une intégrale dont les éléments 
dépendent seulement de la direction relatwe de la force exté- 
rieure et de la figure d'équilibre du fil ; 

2°. Cette intégration étant effectuée, l'expression du rayon 
de courbure géôdésique du fil^ 

3°. L'expression enlièremeut géométrique de la pression 
exercée par le fil sur chaque point de la surface, à savoir 

T 

IN =■ - — G CCS 7 ; 

Gcosy et R désignant la composante normale à la surface de 
la force extérieure, et le rayon de courbure de la ligne géôdé- 
sique tangente au fil au point considéré. C'est par l'exposition 
de ces deux théorèmes généraux que nous allons commencer. 

SI- 

Principes généraux relatifs aux courbes funiculaires • 
reposant sur une surface quelconque, 

137. Théorème I. Dans toute courbe funiculaire ^ plane 
ou à double courbure^ mais entièrement libre dans T espace 
[abstraction faite de ses extrémités qui sont toujours suppo- 
sées fixes) ^ les composantes tangentielle et normale de la 
/o/'ce totale P, rapportée à P unité de longueur du fil ^ qui 
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agit en chaque point de la courbe^ ont pour valeurs respec 

m 



tiues 



^€n T 

et — : 

lis r 



T, ds et T désignant la tension^ l'arc élémentaire et le rajon 
de courbure du fil; etàT! désignant la variation^ positive ou 
négatii^ej quéproui^e cette tension ^ de V origine à F extrémité 
de Varc ds. La première de ces composantes est d'ailleurs 
positive, ou négative, suivant qu'elle est dirigée de l'origine à 
Textrémité de l'arc dsy ou de rextréroité à l'origine; et la 
seconde, qui est toujours dirigée suivant le prolongement du 
rayon de courbure du fil, est regardée comme essentiellement 
positive. 

Démonstration. LVlément AB = dlr du fil, considéré isolé- 
ment et supposé solidifié, doit être en équilibre sous Taction 
des tensions, de sens opposés^ T etT -+• cîT, dirigées suivant les 
tangentes à ses extrémités, et des forces partielles qui agissent 
en chacun des points de l'arc AB. Or, les deux premières 
forces, dirigées suivant deux droites dont la distance est un 
infiniment petit du troisième ordre, peuvent être considérées 
comme situées dans le même plan et comme ayant dès lors 
une résultante unique; les forces partielles agissant en cha- 
cun des points de l'arc AB auront donc aussi une résul- 
tante unique, que nous représenterons comme à l'ordinaire 
par P . r/5, et qui fera équilibre aux deux premières forces T 
et T -f- dT, 

m 

Il résulte d'abord de là que la force totale P est dirigée, en 

chaque point, dans le plan osculateur du fil ; ensuite, que la 

Fig. 56. somme algébrique des projections 

des trois forces, sur la tangente en 
A dirigée dans le sens AB, ou sur 
le prolongement extérieur du. rayon 
de courbure du fil en A, est égale à 
zéro pour chacune de ces directions. 
On en déduit, en négligeant les infiniment petits du second 
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ordi^e, et en désignant par e Tangle de contingence du fil, 

.— T + (T -hfl^T) -f-P ds. cos(P, fis) = o. 



ou 



(A) P.ros(P, c/^)=-^; 

— (T-+-</T)sm^-|-P.f/j.cos(P, r)=;=o, 
ou 

(B) Pcos(P, r) = î. 

Observation. La dernière de ces relations a lieu entre des 
grandeurs absolues : quant à la première, et pour donner à dT 
le signe qui lui convient, il peut être utile de remarquer que 
la 'Variation de tension du fil^ dans le passage de l 'origine à 
V extrémité de Varc ds, est égale et de signe contraire au 
tras^ail élémentaire de la force P dans le trajet fictif cor^ 
respondant. 

138. Théorème IL Une courbe funicul(iire étant en équi^ 
libre sur une surface donnée, sous Vinfluence des réactions 
norm,ales N de la surface et des forces extérieures G, appli- 
quées en chacun de ses points : i^ la composante de la force 
extérieure G suii^ant F arc élémentaire ds de la courbe est 

mesurée parle rapport différentiel — - — ^ 2° la composante 

de cette même force suiv^ant celle des normales à la courbe 
qui est tangente à la surface^ a pour expression, en chaque 

T , . • 

points — > Vg désignant le rayon de courbure géodésie 

que de la courbe funiculaire en ce point ^ V^ enfin, la 
réaction exercée par la surface sur le fil est mesurée <^ en 

chaque points par la différence algébrique — — Gcosy •, R et 

Gcosy désignant le rayon de courbure de la ligne géode sique 
tangente au fil y et la composante ^ normale à la surface, de 
la force extérieure qui agit au point considéré : la force 

i5 
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extérieure G et la pression N étant rapportées, l'une et l'autre, 
à l'unité de longueur du fil. 

Démonstration. La courbe funiculaire considérée peut être 
regardée comme entièrement libre dans l'espace et comme 
soumise, en chacun de ces points, à la force extérieure G et n 
la réaction normale N de la surface, dont le système, d'après 
le théorème précédent, est équivalent au système des compo- 

sautes tangentielle et normale, —z — et - de la force totale. 11 

en résulte que la somme des composantes des forces du pre- 
mier système, sur une direction quelconque, est pareillement 
équivalente à la somme des composantes des forces du second 
système sur la même direction. 

Cela posé, si Ton prend successivement, pour direction de 
projection, i^la tangente à la courbe funiculaire^ 2*^ celle des 
normales à cette courbe qui est située dans le plan tangent à 
la surface, An^; 3** la normale intérieure à la surface, AN; 
on verra : 

Dans le premier cas, que la somme de's composantes des 
forces du premier système se réduisant à la composante 
Gsiny.cosV de la force extérieure, et la somme analogue pour 

le second système à la composante — -— > on a 



i') 



G sin7.rosV = —- 



HT 



Dans le second cas, que la première somme se réduit encore 

à la composante de la force G. qui est. 
représ^tée par G siny . sin V, V désignant 
Tinclinaison, sur la tangente à la courbe 
funiculaire, de la projection de la force G 
sur le plan tangent; que la seconde somme 
se réduit à la projection de la com- 

T . . . 

posante -? projection qui est égale à 

ï T T , . , 

- cosa=z = —') a dési£;nant Tanele du plan oscula- 

r /icosfl r^ . ^ ^ * 
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leur de la courbe et du plan tangent à la surface : et que Ton 
a, par suite, 

T 
(2) Gsin7.sinV = — ; 



I 
I 



Dans le troisième cas enfin, que la première somme est 
égale à N -h-Gcosy, la seconde se réduisant à 

T T T T 

- ces (00" — «) = - sina = — : — = =: 9 

d'après le théorème de Meunier; de sorte que l'on a 

(3) N =1 — GCO87 

R. 

pour la réaction de la surface sur le fil : cette. réaction étant 
d'ailleurs rapportée à l'unité de longueur du fil. 

La lettre y désignant l'angle, aigu ou obtus, formé par la 
direction de la force G avec la normale intérieure : pour que 
la formule (3) subsiste telle que nous l'avons écrite, il faut 
que le rayon de courbure r du fil fasse un angle aigu av^c 
la normale intérieure , le fil reposant lui-même sur le bord 
interne de la surface. 

Corollaire. Si l'on désigne par V, comme on l'a déjà dit, 
l'angle formé par la projection Gsiny de la force extérieure 
sur le plan tangent, avec la tangente de la courbe funioiilaire, 
et par e^ Tangle de contingence géodésique de cette dernière, 
on aura ces trois formules générales : 



du cosV ds Cg 



(I) 



(") 



(ni) 



T 


sm 


V /> tangV 




= C.€ 


-f ^^ 


T 


, J tang V . 


T 


Gsiny.sinVj 


V* 




T 

• 


^g- 


Gsin7.sinV ^ 


N 


T 
R 


-G ces 7 : 



i5. 
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les deux dernières n'étant autre chose que les formules 
(2) et (3), et la première résultant de la division membre à 
membre des formules (i) et (a). 

Enfin l'élimination de l'angle y entre les équations (II) et 
(III } conduit à cette relation : 

Nous n'insisterons pas sur le rôle général de ces formules 
qui présentent, comme on voit, la plus grande analogie avec 
celles qui définissent le mouvement d'un poinl sur une surface 
{ voir page 1 86) 5 et pour lesquelles on peut répéter exactement 
ce qui a été dit déjà pour les premières. 

Observation, Il est essentiel de remarquer que l'intégrale 

— 1 — ^, qui figure en exposant dans la formule (I), et 

dans laquelle on regardera Cg comme essentiellement positifs 
et langV comme positive^ ou négative, suis^ant que l* angle V 
sera aigu ou obtus ^ a bien reçu le signe qui convient à l'ex- 
pression de la tension. On déduit en effet, de cette formule, 



tang V 

Or T et Cg étant positifs, on voit que la différentielle dT 
sera p^itive, ou négative, suivant que l'angle V sera obtus, 
ou aigu; et c'est ce qui doit être en effet : puisque, d'après 
une observation antérieure (voyez, page 225), JT est mesurée 
par le travail élémentaire correspondant de la force, changé de 
signe; et que, ce travail se réduisant a celui de la composante 
Gsiny qui fait un angle V avec la direction derélémeiy du fil, 
ce travail changé de signe est positif, ou négatif, suivant que 
l'angle \ est obtus, ou aigu. 

§ II- 

Des courbes funiculaires dans le plan. 
i 39. Si l'on i*emp]ace dans les formules précédentes Cg par e\ 
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2 



/•g par p, el si Ton pose y = -> il vient 



(,) T = C^ J ''°^^', 

(2) Gp^inV = T, 

e' élanl pris en valeur absolue dans la première formule, et 
tang V y recevant le signe qui convient à la nature de l'angle 
fortoé par la direction de la force avec la direction de l'élément 
considéré. 

140. Cas des forces parallèles. Si Ton remarque que la 
courbe funiculaire tourne toujours sa convexité vers la région 
où tendent les forces, on trouvera aisément e'= d\ pour la 
valeur absolue de l'angle de contingence; et Ton en déduira 
les formules suivantes : 

sin V 

■\ 

(b) Gpsin'V=:C, 

auxquelles on peut joindre celle-ci : 

{c) p= 



cosV.ûfV i/.sinV 

Applications, i). Si l'on suppose la gravité constante , on 
trouve immédiatement, ou par une première intégration, les 
propriétés de la chaînette exprimées par les équations 

p sin^V = constante , y sin V = constante. 

2). Si Von veut supposer le poids de chaque élément pro- 
portionnel à la longueur de sa projection horizontale, on 
devra poser 

dx 
G,cis = g,djp ou G =z g-j~ = gsiny, 

La formule (b) devient alors 
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y" 
qui , comparée à la formule générale p = -r-^rr ? donne îinmé- 



sin'V 

diatement 

y= constante 9 



équation d'une parabole. 

3). Si l'on cherche quelle doit être la loi des forces paral- 
lèles pour que la courbe funiculaire soit une ellipse dont Van 
des axes soit vertical y on devra remplacer, dans la formule (é), 

p par k .-r^ — » y désignant l'ordonnée de l'ellipse comptée à 
partir de son axe horizontal \ et l'on aura 

C'.sinV 



G = 



/' 



sinV 



si l'ellipse devient un cercle, devient constant, et l'on a 

simplement 

G = ^,. 

Scolie. Si Ton compare la formule (6), que Ton peut écrire 

(*) p=Gin;MF' 

à la formule, déduite du théorème d'Huygens, 

et fournissant le rayon de courbure de la trajectoire d'un point 
matériel soumis à l'action d'une force G' de direction constante, 
on est conduit à une sorte de loi de dualité en mécanique, 
analogue à la loi de dualité en géométrie, et qui peut, par 
cette analogie même, offrir un certain intérêt. 

Que l'on regarde, en effet, une même courbe plane comme 
étant simultanément la trajectoire d'un point matériel et la 
courbe d'équilibre d'un fil 5 les forces qui produisent le mou- 
vement, et celles qui maintiennent Téquilibre, étant d'ailleurs 
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parallèles à une «lemedroire fixe, elde sens contraires : on aura, 

en égalant les valeurs (6) et (fe') du rayon de courbure de la 

ligne considérée, 

G = A,G'sinV. 

11 en résulte que lajorce G, nécessaire pour produire l^ équi- 
libre d'un fil suii^ant une courbe plane donnée^ est égale à la 
force G nécessaire pour entretenir le niouv^ement d'' un point 
matériel suivant cette même courbe, multipliée ^ en chaque 
point, parle sinus de V inclinaison de la commune direction 
des forces sur la tangente à la courbe^ et par un nombre con- 
stant ^ la vitesse du mobile et la tension du fil en un même 
point de la courbe étant d'ailleurs dans un rapport constant. 
Comme première application de ce théorème, considérons 
une parabole ayant son axe vertical \ et regardons celte couche 
comme la trajectoire d'un point matériel soumis à l'action de 
la pesanteur, on aura 

dans la formule précédente; et la parabole considérée pourra 
être regardée comme étant la figure d'équilibre d'un fil solli- 
cité en chaque point par une force verticale G, dirigée de bas 
on haut, et ayant pour expression 

G -r X-.g^sinV <.u G=^k,g. — ; 

d'où 

Çjds = k'clr. 

La force agissant sur chaque élément du fil est donc propor- 
tionnelle à la projection horizontale de cet élément 5 et Ton 
retrouve i€s résultats connus, relatifs à la courbe des ponts sus- 
pendus». 

Considérons encore, et cojnme application im^erse du même 
théorème, une chainelte ayant son axe vertical ; et regardons-la 
comme la figure d'équilibre d'un fil soumis a l'action de la pe- 
santeur. On aura, dans la même formule, 

G -- constanie = g; 
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et la chaînette considérée pourra être regardée comipe la tra- 
jectoire d'un point soumis à Taction d'une force verticale G', 
dirigée de bas en haut , et ayant pour expression 



G'=-T 



X' 



sinV 



Mais Fordonnée de la chaînette, comptée à partir d'un axe 
horizontal convenablement choisi , est liée à Tangle V par la 
relation connue j^ sin V = constante-^ on aura donc simplement 

pour expression de la force; et Ton en conclut une autre 
propriété mécanique de cette courbe, par laquelle la chaînette 
est la trajectoire d*un point matériel soumis à Inaction d^une 
force, proportionnelle à la distance du mobile à un axe fixe, 
et dirigée en sens inverse de la droite qui mesure cette dis- 
tance. 



141, Cas des forces concourantes. La somme des angles 
intérieurs du quadrilatère concave AIBO étant égale à quatre 
droits, on a 



Fig. 58. 



on a d'ailleurs 




tangV=±:r--, 



que l'on doit écrire 



d^ 
tangV=-r-, 



puisque l'angle V est obtus 
et que la diflférentielle dr est positive dans la figure. 
Il en résulte 



dO = langV; 



I 
rsmV 



COURBES FUNICULAIRES PLANES. ^33 

et l'on a définitivement pour e', 

dr 
e* = d\ -\ tangV, 

On en déduit 

I' 77= I- == -f- f — = L.rsinV, e *" =: 

J tangV J tangV J . r 

et l'on a par conséquent ces formules : 

K 1 = —:-— = -, 

rsmV p 
(b') G.p.r.5in»V = C, 

auxquelles on peut joindre la formule d'Euler 

^applications, i). On satisfait à Téquation (i') en posant 

p = constaote, 
et 

( I ) G r sin' V = constante. 

On en déduit que, la courbe funiculaire étant une circonfé" 
rence de cercle, la force en chaque point est inversement 
proportionnelle au produit du rayon vecteur par le carré de 
la corde que ce rayon prolongé détermine dans la circonfé- 
rence, 

2). Si Ton veut que la courbe funiculaire soit une ellipse 
ayant pour centre le centre des forces f il faudra poser 

— il— ^' 
^"~^""r*sin'V 

dans la formule (i), qui donnera, pour expression de la force 
répulsiv^e émanant du centre, 

G = Cl-' sinV 
ou 

(2) G=C>.r. 
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3). On verrait de même que, la courbe funiculaire étant une 
ellipse dont Vun des foyers coïnciderait av^ec le centre des 
forces y la grandeur de la force répulsive émanant du foyer 
terait^ en chaque points 

(3) G = C'.4; 

en remplaçant dans la formule (b') p par la valeur p =:È A — ? 

qui correspond à l'hypotlièse actuelle. 

4). Supposons la courbe d'équilibre telle, que Tangle V soit 
constant : cette courbe sera une spirale logarithmique, et l'on 
aura, d'après la formule (i'), 

_ C __ C^ _ C' 
p.r.siii-'V p.r r^ 

QJ et C" désignant de nouvelles constantes, et la seconde se 
rapportant à la substitution au rayon de courbure p du rayon 
vecteur /• qui lui est proportionnel \ on peut l'écrire encore 

(4) G = cJ. ■ 

142. Les formules (2), (3), (4) conduisent par induction 
à la loi suivante, qui est, en effet, générale : Une même ligne 
plane étant à la fois la trajectoire d^un point matériel^ et la 
figure d'équilibre d^un Jil^ soumis à V action de forces éma- 
nant du même centre; la force agissant sur lefil^ en chaque 
point de cette ligne ^ est égale au produit de la force qui solli- 
cite le mobile^ pan^enu au même point, par la distance du 
centre commun des forces à la tangente en ce point ^ et par 
un nombre constant,. ... 

On a, en effet, diaprés le tbéorème d'Huygens, 



v^ 



= G'sinV; 

• P ■ 

cl d'après un lUéôrème de Newton , 

" ■^■■ /.' ■. ; . ^_.C^ ..' 
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i^ désignant la vitesse du mobile en un point quelconque de sa 
trajectoire, et G' la grandeur de la force centrale qui le sollicite 
en ce point. On en déduit 

^ ^ p./i'.sinV 

On lire d'ailleurs, delà formule (i'), 



G = 



p. rsin'V 
ou ^ 

fd) Q=: — ^.- = ^— p; 

p./?.sinV p./?'.sinV 
d'où, en comparant (rf) et (ûf'), 

(5) G = G'.C"./?, 

Et Ton doit remarquer, en outre, que les forces G étant atlrac- 
tweSj les forcés G seront répulsives ^ et réciproquement. 

143. Scolie, Les formules générales (i) et (2) [voir^. 2^9) 
peuvent encore s'appliquer avec avantage au cas où les forces 
sollicitant les divers éléments du fil ue sont ni parallèles, ni 
(concourantes. « 

Ainsi, proposons-nous de déterminer la figure d'équilibre 
d'un Jil dont chaque éiénietit serait sollicité par une force 
dont la grandeur^ et F inclinaison sur cet élément^ demeure- 
raient constantes (O. Bonnet, Journal de Mathématiques, 
tome IX, page 225). 

I^es formules (i) et (.2), dans lesquelles nous remplacerons 

=7 par m, et ^ . ,^ par C, nous donneront 

tangV ^ GsmV^ 

T=C e-^ , p = C".T = C'.^ ^ . 

On en déduit. 

dp =z m .p e' =. m . ds, 
ou 

(6) dv =: m.dg. 
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Cette égalité exprime la proportionnalité des arcs élémen- 
taires correspondants de la courbe funiculaire cherchée et de 
sa développée : ces deux courbes sont semblables ; et la courbe 
cherchée est une spirale logarithmique [voir page Sp). 

§ ni. 

Des courbes funiculaires sur un cylindre quelconque. 

Mit, Si Ton suppose ia projection de la force extérieure sur 
le plan tangent dirigée, en chaque points suivant la génératrice 
correspondante du- cylindre, V désignera, dans les formules 
générales (I), (II), (III) de la page 227, Tinclinaison delà 
courbe funiculaire sur cette génératrice. 

On a d'ailleurs, pour l'angle de contingence et le rayon de 
courbure géodésique de la courbe funiculaire, ces valeurs : 

e'etp' désignant Tangle de contingence et le rayon de courbure 
correspondants de la ligne plane suivant laquelle se trans- 
formera courbe funiculaire considérée, par le développement 
du cylindre qpi la contient : et les formules (I) et (II) devien- 
nent, par ces substitutions. 






V 



T=C.e ^^«n&^, Gsin7.p'sinV = T. 

Or, ces équations sont identiques à celles qui définiraient la 
loi de la tension et la nature d'une courbe funiculaire plane 
dont chaque élément serait sollicité par une force, parallèle à 
la direction des génératrices du cylindre développé, et mesu- 
rée en chaque point par le nombre Gsiny (t;ozr page 229) \ 
et il résulte de là, en premier lieu, ce théorème général : 

Une courbe funiculaire étant en équilibre sur un cylindre 
quelconque, sous Pinfluence des réactions normales de la 
surface et de certaines forces extérieures dont les projections 
sur le plan tangent sont dirigées^ en chaque point, suivant la 
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génératrice du cylindre ; si Von suppose développés sur un plan 
le cylindre et la courbe funiculaire qiiil contient^ et si Ton 
conçoit en outre que les forces extérieures primitives^ estimées 
suivant les génératrices du cylindre, conservent dans ce dé- 
veloppement leur direction et leur intensité : la courbe funi- 
culaire transformée demeurera encore en équilibre sous l'in- 
fluence de ces forces , et la tension sera la même y aux mêmes 
points^ sur la courbe primitive et sur la courbe transformée. 
En second Heu, et en transportant au cylindre les formules 
(a) et [b) relatives au plan [voir page 229), on aura 

sinV 

(2) Gsin7.r^sin^V= C. 

T C 

Quant à la réaction, N = - — Gcosv = ^ . ,, — G cos y, 
^ R ' RsinV '' 

il suffit pour obtenir son expression défini live de remplacer R par 
la valeur . ? p désignant le rayon de courbure delà section 
droite du cylindre au point considéré. On trouve ainsi : 

C C* 

(3) N = -sinV — G cos 7= — — — GCOS7. 

145. Il résulte du théorème précédent que tout ce que l'on 
sait, pour le plan, sur les figures d'équilibre d'un fil soumis à 
des forces de direction constante, peut être transporté au 

cylindre. Ainsi, en particulier, si ton suppose V angle y = - 

et la gravité constante, on retrouve d'abord ce résultat connu : 
la courbe tracée par le fil sur le cylindre a pour transformée 
une cbaînette, dans le développement de la surface ( Vieille, 
Compléments d^ Analyse et de Mécanique ^ page 20 2 K On 
reconnaît ensuite, par Femploi de la formule (3)^ que la 
tension de la courbe, la pression quelle exerce sur la surface^ 
et le rayon de courbure de la section droite du cylindre sont, 
en chaque point, les facteurs d'un produit constant : d'où 
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cette conséquence, que la pression est en raison inverse de la 
tension correspondante^ quand le cylindre est de révolution 
(Vieille, ouvrage cité, p. 2o3). 

On a, d'un autre côté, pour le rayon de première courbure 
Ri d'une ligne cylindrique quelconque, et en désignant par a 
Tinclinaison de son plan osculateur sur le plan tangent au 
cylindre, 



R. = 



psma 



sin'V 



d où 



R, f)tang« 

^ cosrt sin^V ' 



ou enfin 



Tg-siri* V = p . tang«, 

dont la comparaison avec la formule (a) qui devient, dans le 

cas actuel , 

• r^sin^V= constante, 

conduit à la relation 

(4) p. tangfl = constante. 

Donc, en chaque point d^une chaînette cylindrique^ le rayon 
de courbure de la section droite^ multiplié par la tang^te 
trigonométrique de V inclinaison du plan osculateur de la 
chaîne sur le plan tangent à la surface ^ donne un produit 
constant. Et, en particulier, si le cylindre est de révolution, 
le plan osculateur de la chaîne fait avec le plan tangent un 
angle constant. On reconnaît aisément d'ailleurs que toute 
courbe cylindrique présentant cette propriété est une chaî- 
nette. 

146. Pour que la pression exercée par le fil sur la surface 
soit constante, quand on suppose le cylindre de révolution, et 
les forces extérieures dirigées suivant les génératrices, il faut, 

d'après la double formule N = -sinV = — - , que Tangle V 

demeure constant, ainsi que la tension : il en résulte que les 



j 
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forces extérieures soni nulles, et que la courbe funiculaire est 
une héKce. 

§ IV. 
Des courbes funiculaires sur un cône quelconque. 

m 

147. Supposant encore la projection de la force extérieure 
sur le plan tangent dirigée en chaque point suivant la géné- 
ratrice correspondante du cône, nous pouvons, en répétant 
exactement ce qui a été déjà dit pour le cylindre, remplacer 
dans les formules (I) et (II) de la page 237, Tangle de contin- 
gence et le rayon de courbure géodésique de la courbe funi- 
culaire conique considérée, par les grandeurs analogues rela- 
tives à la courbe plane, suivant laquelle elle se transforme 
par le développement du cône. Nous obtiendrons ainsi les 
formules 

T = C.ff *^^*"^^^et (Gsin7)|5.sinV = T, 

V désignant cette fois l'inclinaison, sur la courbe funiculaire 
développée, du rayon vecteur issu du sommet du cône. Or ces 
formules, en ayant égard à la nouvelle signification de Tan- 
gle V, sont précisément celles qui définiraient la loi de la 
tension et la nature de la courbe d'équilibre d'un fil plan 
dont chaque élément serait sollicité par une force, émanant 
d'un centre fixe (le sommet du cône développé), et mesurée 
par Gsin y [voir les formules (i) et (2), page 229). On a donc 
ce second théorème : Une courbe funiculaire étant en équi- 
libre sur un cône, sous lUnfluence des réactions normales 
de la surface et de certaines forces extérieures dont les pro- 
jections sur le plan tangçnt, en chaque point ^ sont dirigées 
suivant la génératrice du cône^ si Von suppose dé\^eloppés 
sur un plan le cône et la courbe funiculaire qu'il contient, et 
si Von conçoit en outre que les forces extérieures primitives, 
estimées suis^ant les génératrices du cône, conservent dans ce 
développement leiir intensité et leur direction, de manière à 
concourir toujours au sommet du cône développé : la courbe 
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funiculaire transformée demeurera encore en équilibre sous 
V influence de ces forces -^ et la tension sera la mênley aux 
mêmes points , sur la courbe primitii^e et sur la courbe 
transformée. 

En second lieu, et en transportant au cône lés formules (a') 
et |i') (vo/r page 233), relatives au cas des forces concou- 
rantes dans le plan, on aura 

fi') T=:— ^, (2') Gsin7.r„ rsin'V = C, 

r désignant la distance d'un point quelconque de la courbe au 
sommet da cône. 

T C 

Ouant à la pression, N = — • — Gcosv = =; r-r; — Gcosv, 

^ /^ R ' R.rsmV ' 

il suffit, pour obtenir sa valeur définitive, de remplacer R par 

sa valeur : 

R = . f-- voir page 1 35), 

À désignant le demi-angle au sommet du cône droit, oscula- 
tçur du proposé, le long de la génératrice considérée. On 
trouve ainsi 

(3') ^ = C' ,^'°^, -~Gcos7. 

14S. applications, 1). Quelle doit être la loi des forces 
pour que la pression du fil sur la surface demeure constante^ 
en supposant le cône de réi^olution^ et les forces extérieures 
dirigées suiuant les génératrices? 

La formule (3') nous donne, dans ce cas, 

/ X sinV , ,K P 

{ a ) — r- = constante , ou («')— = constante ; 

en développant le cône sur un plan et désignant par/> la per- 
pendiculaire abaissée du sommet-origine sur la tangente à la 
courbe funiculaire transformée. On a, d'ailleurs, 

rdr C 
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en utilisant la formule (a!). Et si Ton porte cette valeur dans j 

Ci », * ^ 

Tëquation (•/), il vient G = — * . '^ ou^ d'après la for- 
mule (a), 

C" 



pour expression de la force cherchée. On a pU voir d'ailleurs 
que la courbure, en chaque point delà courbure funiculaire 
transformée^ est proportionnelle au rayon ^vecteur de ce 
point, 

2). Conservant l'hypothèse précédente sur la direction des 
forces et sur la nature du cône, cherchons encore quelle doit 
être la loi des forces pour que le plan oscnlateur du fil coupe 
le cône sous un angle constant. 

Il suffit, pour résoudre cette question, de recourir à la for- 
mule 

r tanf{ A 



R, z=i sin a 



sin^V 



qui fournît le rayon de première courbure Rj d'une ligne 
quelconque tracée sur le cône^ et dont le plan osculateur 
coupe la surface sous l'angle a. On en déduit, en effets 

R, rtangA 

rg = — ^— = tang a • . si, "> 
* cosfl sm^V 

dont la comparaison avec la formule (a') j 

_i I C 

'^~"G./'sin'V' 

(conduit à la loi cherchée 

C 

Les hélices coniques seront d'ailleurs comprises dans les 
courbes funiculaires répondant à la question. 

3). De la chaînette sur un cône de révolution dont Vaxe 
est vertical y dans le cas ordinaire de la pesanteur. Regar- 
dant G sin y comme une constante dans la formule (a')^ rem- 

16 
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, rdr * \T P 

plaçant r^ par 7" ®^ sinV par -> on trouve successive- 
ment ces équations de la chaînette transformée : 

Si TonTemplace d^ns cette dernière /j par rsin V, et sin V 

pour équation différentielle, entre les coordonnées ret5, de la 
courbe cherchée. 

L'équation (z') rentre dans la formule (33), page 169, que 
Bobillier déduit, par une première intégration, d'une équation 
du second ordre entre les mêmes variables [De la chaînette 
sur une surface courbe ^ Annales de Gergonne^ 1829, pages 
153-175). . 

Si l'on suppose nulle la constante C, l'équation (s ) devient 

/>.r=tC, ou r2sixiV = C: 

et si, pour plus de facilité dans Tintégration, on substitue à la 
recherche de la courbe celle de sa réciproque^ 

sinV_ 
— — - — 1^, 

on constate aisément que cette dernière est une lemniscate de 
Bernoullî^ la courbe primitive étant dès lors une hyperbole 
équilatère. 

149. La transformation des courbes funiculaires reposant 
sur une surface développable quelconque en des courbes funi- 
culaires planes, par le développement de la surface, peut être 
établie, d'une manière générale, par des considérations entiè- 
rement semblables à celles que nous avons déjà employées pour 
les surfâced coniques et cylindriques. [Voir aussi le chapitre 
précédent, n*^ 119, page 194.) 
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§ V. 

Des courbes funiculaires sphériques. 

150. Si Ton suppose la force extérieure dirigée^ en chaque 
point du fil, dans le plan déterminé par ce point et par un 
diamètre fixe AA' de la sphère, qui pourra être regardé 
comme vertical^ la composante Gsiny de cette force suivant 
le plan tangent sera dirigée suivant la tangente à Tare de 
grand cercle A m qui joint le pôle A au point m du fil, et V 
désignera, dans les formules générales de la page a 27, T in- 
clinaison ^e lare A m sur la courbe funiculaire. 

D'ailleurs, le rayon de courbure géodésique de la «ourbe 
funiculaire sera donné par la formule 

ds sin f . d^ 

r- = — = — ~ — r— ? 
* Cg d,sinp 

en se conformant à l'observation de la page 43, et &i admet- 
tant qu'en chaque point de la courbe funiculaire la courbe 
elle-même et le centre des forces A sont situés de part et 
d'autre du grand cercle tangent à la courbe en ce point. 
On déduit, de la formule précédente, 



^g^ 



ds d.ûup 



dp sin p 
D'aillèUTs on a toujours, en grandeur et en signe, 



ds 



«/p cos V 

Il en résulte 

1 d.smp €g jd.sinp d.^\tkp 

^° ~~ CCS V * sin p tangV~^sinVsinp """ sin/? 

— I — ^ = — L.siny»^ 
J tangV 

et la substitution de cette dernière valeur, dans la formule (I) 

i6. 
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de la page 227, nous donne d'abord 

{!') 7 = -. 

^ ' sin/? 

Si l'on introduit ensuite cette valeur de la tension dans les for- 
mules (II) et (III) de la même page, elles deviennent 

(II') Gsin7.rg..sin/^sin V = C, 

(lir) N=:T— Gcos7 = -r^ -:- G cos-y : 

sin ^ 

le rayon de la sphère étant pris pour unité. Ces formules sont^ 
pour la sphère, ce que sont pour le plan les formules (a') et (i') 
de la page 233, relatives aux courbes funiculaires sollicitées par 
des forces concourantes. 

151. Etant donnée l'équation de la courbe funiculaire 
/"(p, <|;) = o, on trouve aisément pour la tension du fil, et 
pour la composante tangentielle R de la force extérieure, com- 
posante dirigée en chaque point suivant la tangente au grand 
cercle qui aboutit au pôle, ou centre des forces A, lès expres- 
sions suivantes : 



(IV) 




(V) 

La première, en effet, n'est autre chose que la traduction ^ sous 

forme différentielle, de l'équation (F), T = ~ — *, et la der- 

nière résulte de la formule 

en 
dT = —Kcos\. ds ^R. dp, on R — - — 

dp 

152. Si Ton suppose les forces extérieures parallèles à la 
direction du diamètre vertical A' A, on devra remplacer y par 
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T, — p dans les formules prëcédenles, et Ton aura • 

(I") T = ^, 

sin/î 

(ir) G.r^.sin>=C, 

(Iir)'- N== Jl--^Gcosp. 

sinp ^ 

153. On déduirait aisément, de ces formules, soit la loi deis 
forces parallèles capables de produire l'équilibre d*un fil sui- 
vant une courbe sphérique de nature donnée, telle qu'un petit 
cercle horizontal ou quelconque, une loxodromie, etc.; soit 
Féquation différentielle de la courbe d'équilibre d'un fil solli- . 
cité par des forces parallèles données. La marche à suivre est 
identique à celle que nous avons employée dans l'étude du 
mouvement sphérique d'un point matériel; elle conduit à des 
l'ésultats analogues, et, pour celte raison, nous nous dispen» 
serons de l'indiquei: davantage. 

Cherchons cependant, afin de donner au moins une appli- 
cation de nos formules, l'équation de la chaînette sphérique 
dans le cas ordinaire de la pesanteur. L'équation (IF), dans 
laquelle, en faisant abstraction de la constante G = g^, on 

I sinp.r/p ** - 

remplacera ;• par j-^, — -y nous donnera successivemenl, 

* ♦■^ * a. Sinp 

d.sinp 
— sm p . dp z=z C —7—~ 9 . . 
' sin^/? 



cos p -h C = — 



î 



sin/y 
ou 

[x) siny; (cosp 4-C') = sin V sin,^(cosp -+- C')=: — C. 

On a, d'ailleurs, 

d^ 

ros V r= — ^ 9 
cls 



si„v=y/.-(J)N 
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•OU bien, en posant 

rfp I dz 

cos p = «, d où -r- = , • -7 ; 

^ ds ^i 3» ds 



y {i^t^)ds^ 



Substituant cette valeur dans ( j:) et résolvant par rapport à ds^ 

il vient 

/ n A {z'^C)dz 

V^(z4-C')«{i-z^)^C» 

pour équation différentielle de la courbe cherchée. Elle ne 
peut être intégrée que dans le cas particulier où C = o, et c'est 
^anssi le seul cas examiné par Bobillier dans le Mémoire cité : 
car il parvient seulement^ pour le cas général, à Téquation 
différentielle du second ordre (formulé 4I9 p^g^ ^7^) 

^d^z (dzY . '^ 

et Ton retrouve aisément cette dernière par la différentiatian 
de Féquation [x') qui en est, par conséquent, Tintégrale. 

Nous ajouterons qu'on aurai t pu obtenir directement Téqua- 
tion (a/), sans aucune intégration, en égalant la valeur de la 

teusion qui résulte de notre formule, T = -: — » à Texpcession 

ordinaire qui se réduit, dans le cas actuel, à celle-«i : 

T = * H-C =: COSp -f- C. 

154. La comparaison des formules (F) et (IF) du paragraphe 
actuel, aux formules de même nom de la page 197, relatives au 
mouvement sphérique d'un point matériel : 

T — ~ — >— ^_ 
Équilibre. { ~ sin/> 

Gsin7.r-.sinV.sin/7 = C, 

} d'QÙG = G'.C.sini?, 
C 



V 



Mouvement. { sin/) 

G' sin 7 . r^ sin V , sm^p = C% / 

conduit à ce résultat général ; 
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La force extérieure , capable de produire V équilibre d'un, 
fil suivant une cowie sphénçue donnée^ est égale à la force 
analogue capable d'entretenir le mouvement d'un mobile 
suivant la même courbe, multipliée en chaque point par un 
nombre constant et par le sinus de la dislance sphérique du 
centre des forces A à Varc de grand cercle tangent à la 
courbe en ce point -y déplus, la vitesse du mobile et la tension 
du fil, considérées en un même point de la courbe, sont dans 
un rapport constant : les forces epctérieures , qui produisent le 
mouvement ou l'équilibre^ étant d'ailleurs directement oppo- 
sées^ et rencontrant constamment le diamètre A'A de la 
sphère qui aboutit au centré des forces. 

155. On pourrait parvenir à des conséquences semblables 
pour une surface de révolution quelconque : mais tous ces 
résultats partiels ne sont que les expressions particularisées 
d'un même théorème général, que nous allons exposçr^ et par 
lequel nous terminerons. 

s VI 

Des analogies que présentent le mouvement d'un point 
matériel^ et Vcquilihre d'un fil^ suivant une même courbe 
donnée. 

156. Les analogies dont nous allons nous occuper soutévi- 
demment susceptibles d'une infinité d'interprétations : puis- 
que, une courbe étant donnée, ainsi que les forces qui pro- 
duisent le mouvement d'un point (ou l'équilibre d'un fil) 
suivant cette courbe, on pourra faire varier d'une infinité de 
manières les forces capables (Je produire l'équilibre d'un fil 
(ou le mouvement d'un point) suivant la même courbe. 

Maclaurin paraît s'en être occupé le premier ( Traité des 
Fluxions, t. II, n° 563, 4^-, et n°* 566-569) 5 mais il s'exprime 
sur cette matière avec une concision quin'est pas sans obscurité, 
au moins dans la traduction^ car nous n'avons pas su distin- 
guer s'il a considéré^ eu même temps que la courbe d'équilibre 
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du fil, le mouvemenl libre d'un point matériel sur la même^ 
-courbe, ou bien le mouvement d'un point obligé de parcourir 
cette courbe regardée comme solidifiée : on reconnaît cepen- 
dant qu'il suppose parallèles et de sens contraires les forces 
qui produisent le mouvement et celles qui maintiennent l'équi- 
libre; et c'est préciséAent l'hypothèse que nous adopterons. 

Dans un Mémoire déjà cité [Journal de Mathématiques, 
t. IX, p. 232), M. O. Bonnet est parvenu à ce théorème : Si 
une courbe plane quelconque est la figure d^ équilibre d^une 
chaîne dont chaque élément est soumis à la force "R, la même 
courbe sera la trajectoire d^un mobile sollicité par une force 
que Von déduit de R en prenant en sens inverse ses compo-^ 
santés tangentielle et normale à la courbe^ et doublant la 
composante normale, ou réduisant à, moitié la composante 
tangentielle 

On peut parvenir à une autre expression , simple et in- 
tuitive, de ces analogies, par l'emploi des formules qui ont 
été établies précédemment (^voir page 186 et page 22^). 

157. Concevons, en effet, qu'une courbe tracée sur une 
surface quelconque représente à la fois la figure d't^qui libre 
d'un fil et la trajectoire d'un point matériel, sollicités en 
chaque poiiit de la courbe considérée par des forces extérieures 
directement opposées, G et G', dont lés directions sont défi- 
nies par les angles supplémentaires V et V, y et y' ; on aura 
les équations suivantes [voir les pages 227. et 186) ; 



A 



o 
S 



Équilibre. (i) T = C.e^ J tangV^^ ^^^ G sin7.r^.sinV = T; 



'' J ' 



's 



Mouvement, (i') v=za.e^ tangV'^ ^^,^ G'sin7'.r^.sinV'=P'. 

On conclut d'abord, des formules (1) et (i'), et en supposant 
égales les constantes G et G', que la tension et la vitesse en 
chaque point de la courbe sont mesurées par un même nombre^ 
car l'angle e^ est pris en valeur absolue dans les deux formules, 
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tandis que tangVet tang V y sont égales et aflectées de signes 
contraires: 

(A) v = T. 

On déduit ensuite, de la comparaison des formules (2) 
et (2'), la proportion 

T "~ P» ' 
que Ton peut écrire, d'après la relation (A), 

G' 

(B) G=. — , 

(B') G'=:::G.T; 

et il résulte de ces formules ce théorème général : 

Une courbe, tracée sur une surface quelconque, étant con^ 
sidérée comme représentant à la fois la trajectoire d'un point 
matériel et la figure d^ équilibre d'un fil, soumis Vun et Vautre 
aux réactions normales de la surface^ et sollicités en outre, 
en chaque point de la courbe, par des forcer extérieures di- 
rectement opposées : 

1^. Si la vitesse initiale du mobile est égale à la tension 
correspondante du fil, la même égalité subsistera ^ en chaque 
point de la courbe, entre les nombres mesurant la tension 
du fil et la "vitesse du mobile^ 

2°. En chaque point de la courbe, la force extérieure G', 
qui entretient le mouvement, sera égale à la force analogue^, 
qui maintient V équilibre, multipliée par la tension correspon- 
dante du fil ^ ou, inversement, la force maintenant V équilibre 
sera égale à la force produisant le mous^ement, dii^isée par la 
"vitesse correspondante du mobile. 

Nous avons déjà vu, comme conséquence particulière de ce 
théorème général , que la même courbe qui sert de trajectoire 
à un point matériel animé d'une vitesse initiale quelconque 
et soumis à l'action de la pesanteur, représente encore, après 
avoir été rahallue dans son propre plan autour d'une corde 
horizonlale, la figure d'équilibre d'un fil dont chaque élément* 
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serait sollicité par une force "verticalcy proportionnelle à la 
projection horizontale de cet élément. Celle remarque con- 
duil à un rapprochemenl hîslorîque curieux. On sait, en efTel, 
que Galilée, médilanl le premier sur la nalure delà cbaînelte, 
se trompa en croyant voir dans celle courbe une parabole. Et 
il résulte^ de ce qui précède, que la détermination des lois du 
mouvement des projectiles contenait implicitement la solution 
du problème de la chaînette^ non, il est vrai, dans l'hypothèse 
d'une gravité constante, mais au moins dans celle qui donne 
naissance à la courbe des ponts suspendus. 



NOTES. 



NOTE I. 

SUR LA SURFACE GAUCHE DONT LES LIGNES DE PREMIÈRE COUR- 
BURE SOl^T SITUÉES DANS DES PLANS PARALLELES. 



Toute surface gauche dont les lignes de première courbure 
sont planes, et situées dans des plans parallèles ^ est un hy- 
perboloïde de rév'olution (voir- page i65). 

Lemme I. Pour une même génératrice OG d 'une surface 
gauche quelconque S, les pôles sphériques des tangentes^ 
menées aux lignes asymptotiques de la surface par les points 
de ces lignes situés sur la génératrice OG, sont situés sur une 
conique sphérique yyig^ tangente à la trace sphériqitegg^ du 
cône directeur de la surface, au point g de cette trace qui est 
le pôle de la génératrice considérée OG. 

Considérons, en effet, Vhjperholoïie ^variab le déterminé 
par la génératrice fixe OG et par deux autres génératrices 
O'G', O^'^G'^ de la surface S, infiniment voisines de la pre- 
mière 5 et soit H l'hyperboloïde limite du précédent, ou V/iyper- 
boloïde osculateur de la surface S suivant la génératrice OG : 
les traces sphériques gg\ yy, g des cônes directeurs des deux 
surfaces S et H seront tangentes entre elles au point.cpmmun g. 
D'ailleurs les deux surfaces S et H étant osculatrices tout le 
long de la génératrice OG, les lignes asjrmptotiques des deux 
surfaces en un même point de cette génératrice sont tangentes 
entre elles ] or, les lignes asymptotiques de Phyperboloïde sont 
toutes les géneratricCvS rectilignes du second système, dont les 
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pôles sphériques sonl disiribuës sur l'ellipse sphérique yy^g^ 
langenle à la ligne gg' en g-^ donc, elc. 

Lemme il En chaque' point- tT une surface gai^che, la gé-- 
nératrice recliligne et la tangente de la ligne asymptotique 
qui passent par ce point, forment deux angles adjacents 
dont les bissectrices sont les tangentes conjuguées rectan- 
gulaires issues du même point. 

Ces Jemmes.posés; soient aa' le grand cercle, de pôle a, qui 
sert d'indicatrice à toutes les lignes de première courbure, et en 
particulier à la ligne AA'fâgr, a' ^ les arcs de grand cercle paral- 
lèles aux plans tangents de la surface S en A, A', et coupant 
le grand cercle aa' sous un angle qui demeure constant, d'après 
le théorème de M. Joachimstal. Le point/?, où Tarca^ touche 
son enveloppe [voir page 5p), est le pied de la perpendicu- 
laire «phérique abaissée du point a sur Tare ag ; les jx)ints p 
Ci a sont les pôles sphériques des tangentes conjuguées rectan- 
Fig. 59. gulaires relatives au point A; et si 

•^"'^"T^^v^ , Ton prend sur agp Tare/; y, égal à 

/ ^^'?^'f'~''^>^^ Tare pg, le point y sera le pôle 

/ f/^^ \ sphérique de la tangente à la ligne 

I ^f a / I asymptotique du point A, suivant 

\ *\ / / lelemmeU.Or.sironmènerarcay, 

/ et si Ton remarque que, les triangles 

rectangles cf-pg^t cap y étant égaux, les distances a g y cny sont 
égales : on verra, le point g et la génératrice OG restant fixes, 
que iQus If s points y, pôles des tangentes aux lignes asymplo- 
tiques de la surface menées par les divers points de cette géné- 
ratrice, appartiennent à un petit ceix:te ayant pour pôle le 
point a, et tangent, d'après le lemme I, à la ligne gg' en g. 
Les arcs normaux à la ligne gg vont donc concourir au point 
fixe a , et la ligne gg' est un petit cercle dont le pôle est en 
ce point. 

Cela posé, le triangle ang est donné, parce que trois de ses 
éléments sont donnés \ son côté ng = i demeure donc constant, 
ninsi que son angle en §■, qui est le supplément de l'angle déjà 
désigné par (f : donc^ chaque ligne de première courbure \A' 
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est une trajectoire des génératrices rectiligncs de la surface, 
el l'inclinaison tp du plan tangent en un point de cette ligne^ 
sur le plan tangent au point correspondant de la ligne de 
stiiction. demeure constante. 

Il résulte d'abord, de celle dernière remarque, que la ligne 
de striction est aussi une ligne de première courbure de la 
surface. Car si Ton prend uh point quelconque de la ligne de 
striction, et si Ton mène la ligne de première courbure qui 
passe par ce point, l'angle y sera nul en ce point; mais Téqua- 
lian des lignes de premièœ courbure est, d'après ce qu'on 
vient de voir, 

[a) fiy = 0', 

donc r angle (f demeure nul pour tous les points de cette ligne 
de première courbure, qui coïncide par suite avec la ligne de 
striction; et celle-ci, dès lors, est une trajectoire des généra-^ 
trices de Ja surface. L'équation générale des lignes de cour- 
bure (voir page i55) 

devient ensuite, par l'emploi de la formule (a), 

( A' ) w' . dK = cjw zp u' «' ; 

d'où, pour deux lignes quelconques de première courbure, 

dK — <3?R'== o , R — R'= constante : 

• 

Et deux lignes quelconques de première courbure intercep- 
tent des segments égaux sur toutes les génératrices. Donc, 
en résumé, toutes les lignes de première courbure sont équi- 
distantes de la ligne de striction, suivant les termes du n° 2, 
page i56 ; et la ligne de striction est une trajectoire des géné- 
ratrices rectiligncs. La surface cherchée est donc un hyper- 
boloïde de révolution (voir page i58, n" 3). 

Remarque. Nous avons admis que dans deux surfaces 
gauches, osculatrices suivant une génératrice déterminée oA, 
les lignes asymptotiques des deux surfaces, considérées en un 
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même point quelconque de la génératrice commune^ sont 
mutuellement tangentes en ce point; et la même relation a 
lieu, comme on sait, entre les lignes de courbure des deux 
surfaces. Cette proposition , que Ton démontre ordinairement 
en géométrie descriptive par des considérations probablement 
rigoureuses, mais assurément très-délicates, se peut établir, 
avec plus de clarté peut-être, de la manière suivante. 

Les équations générales (lo) et (ii) des lignes de courbure, 
et des lignes asymptotiques d'une surface gauche, peuvent 
s écrire [ixoir pages i56 et 166) : 



les coefficients A, B, C, A', B' étant de simples fonctions des 

dk rs' w' 

quantités R et A et des rapports différentiels — > —5 — • Si 

*■ u a tj 

donc l'on considère, simultanément, une surface gauche quel- 
conque S; l'hyperboloïde variable h déterminé par la généra- 
trice^xe o A de la surface S, et par deux autres génératrices 
"variables de la même surface, o'A', o"A'', qui se rapprochent 
indéfiniment de la première*, enfin l'hyperboloïde H, limite 
du précédent, on reconnaîtra aisément : 1° que le point cen- 
tral o, relatif à la génératrice o^A, est le même pour les deux 
surfaces S et H; le coefficient k ayant la même valeur pour 
Tune et pour l'autre : ce qui entraîne déjà la coïncidence des 
plans tangents des deux surfaces aux mêmes points de la gérié- 

ratrice commune-, 2° que les rapports différentiels — ? — » — \ 

X3 f3 X3 

ont les mêmes valeurs pour les surfaces S et H , parce que les 
infiniment petits w, C7, o)', cr', dh^ sont communs aux deux 
surfaces S et A : d'où cette conséquence que, les coefficients A , 

dVi 

B, C , A', B', des équations (10) et (11) *, le rapport » re- 

latif aux lignes asymptotiques ou aux lignes de courbure; et 



\ 
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cet autre rapport enliii — ; = coti (i;o//'page i45, for- 
mule (3)], ont les mêmes valeurs, pour les deux surfaces' oscu- 
latrices^ aux mêmes points de la génératrice commune : ce qui 
démontre que les lignes de courbure, et les lignes asympto- 
tiques des deux surfaces, sont mutuellemeùt tangentes en ces 
points. 



NOTE II. 

DE QUELQUES THÉORÈMES GOIfNUS SUR LES SURFACES A LIGNER 
DE COURBURE PLANES OU SPHÉRIQUES. 



La méthode suivie dans cette No^e repose sur la considéra- 
tion des développables circonscrites à une surface suivant ses 
lignes de courbure. Elle a été employée déjà par M. Picart, 
professeur au lycée Cbarlemagne, dans un Mémoire encore 
inédit présenté à TAcadémie des Sciences le i5 février i858; 
et, antérieurement, par M. Joachimstal : Journal de Crelle, 
1857 (*). Je Favais toutefois rencontrée moi-même avant les 
dates citées, et j'avais eu l'occasion de soumettre à M. J. Ber- 
trand un premier travail contenant les démonstrations des 
n°* 2,4,6 ci-âprès, en même temps qu un Mémoire sur les 
lignes à double courbure, qui fut présenté à l'Académie le 
19 mai i856, et dont le développement ultérieur a donné 
lieu au présent ouvrage,. Ges détails, d'ailleurs, ne peuvent 
avoir pour objet la revendication d'une priorité qui ne peut 
plus m'apparienir. Ils expliquant seulement Taddition de 



(*) J^ignore avec quels âéveloppemenls. Car le volume cité manque précisé- 
ment à la collection de M. Mallet-Bachelier, qui avait bien voulu la mettre à ma 
disposition pour cette recherche. Je ne dis rien des bibliothèques publiques, 
où j'aurais pu me renseigner : les exigences du travail quotidien en éloignent 
les professeurs; et les sauf-conduits, nécessaires pour y pénétrer, les tiennent 
dehors. 
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cette Note, qui peut intéresser quelques lecteurs, au moins 
jusqu'à la publication du Mémoire de M. Picart sur ce sujet : 
Mémoire que je ne connais encore que par l'analyse qui en a 
paru dans les Comptes rendus, mais qui a valu à son auteur, 
me dit-on , toute l'approbation d'un juge éminent. 

1. Proposilions prélijninaires, 

Lemme I. Dans deux surfaces à rayons vecteurs récipro^ 
queSj les lignes de courbure des deux surfaces sont des 
lignes correspondantes (W. Thompson). 

Démonstration, a). Les normales y menées en des points 
correspondants de deux lignes planes réciproques,^ forment 
as^ec le rayon vecteur commun qui réunit ces points un trian- 
gle isocèle y et les centres de courbure de ces deux lignes^ aux 
mêmes points^ sont sitoés sur une droite passant par P ori- 
gine des rayons vecteurs. Il suffit, *pour le vérifier, de rem- 
placer les deux lignes par leurs cercles osculateurs aux points 
considérés 4 

b). Les normales j menées en des points correspondants de 
deux surfaces réciproques , forment avec le rayon vecteur qui 
réunit ces.points un triangle isocèle. 

Cela posé, soient AB l'élément d'une ligne de courbure de 
la première surface S, et^'B' l'élément correspondant de la 
seconde surface S'; considérons les deux triangles isocèles 
AA'a, BB'/3 formés par les normales en A, A', en B, B' avec 
les rayons vecteurs AA', BB' : puisque AB est une ligne de 
courbure de là surface S, les normales de celle-ci aux points 
pj (j^ A et fi peuvent être considérées comme 

se rencontrant en un certain point 1 5 me- 
nons la droite OI, intersection des plans 
des triangles AA a , BB'(3, el faisons tour- 
ner le second dutour de la droite Ol^ 
pour le rabattre en Bj B', (Sj sur le plari 
du premier [le triangle rabattu BiB', /3, 
nest pas représenté sur la figure). Nous 
pourrons concevoir une première ligne plane ABi ayant 




NOtE iïi 257 

pour normales en A, Bi les droites Aa, B,j3i, et la ligne 
réciproque de celle-ci par rapport à l'origine o» Cette ligne 
réciproque passe parles points A', B', , et admet pour normales 
en ces points, d'après la remarquer), les droites A'«^ ^\^i 
*quî se coupent en F. D'ailleurs les points I, I', intersections 
de deux normales consécutives des lignes réciproques AB,, 
A'B', , peuvent être pris pour les centres de courbure de ces 
lignes aux points A, A'^ les points 1, 1' sont donc situés, d'après 
la même remarque, sur une droite OI passant par l'origine O. 
On peut dire, par conséquent, que la droite A' a et la droite 
rabatiiiè b\ ^i coupent Vaxe rie rotation OI au même point I'; 
mais le point 1', suivant lequel la droite rabattue B' (Sj ren- 
contre Taxe, est le même que le point d'intersection de la 
droite primitive B' j3 et de l'axe 01 ; donc les normales en A' et 
B' de la surface S', A' a et B'|3, rencontrant la droite OI au 
même point, se rencontrent elles-mêmes en ce point; et la 
courbe A^B'est une ligne de courbure de la surface S', comme 
•la courbe correspondante AB pour la surface S. On voit, en 
outre, que les centres de courbure l, V des sections princi- 
pales correspondantes des deux sur/aces sont situés sur une 
droite passant par T origine des rayons vecteurs ^ ce qui donne 
lieu à diverses conséquences que nous avons énoncées ailleurs 
Observation, Nous avons admis que les droites A a et B,|3j 
peuvent être prises pour les normales en A et Bi d'une certaine 
ligne ABj . Cette supposition, en effet, exige seulement, puisque 
les droites A a et BijSj sont d'ailleurs infiniment voisines, que 
la projection de l'arc AB| sur la droite A a soit un infiniment 
petit du second ordre, ou que la somme algébrique des projec- 
tions des arcs AB et BBi sur cette direction soit du même 
ordre. Or l'arc A B, étant normal à la droite AI, sa projection 
sur cette droite est du second ordre *, et il en. est de même de la 
projection arcBBi .co5(BBi, AI) de l'arc BBf .Cet arc, en effet, 
et le facteur cos (BBi, AI) sont deux infiniment petits du pre- 
miejr ordre : puisque la tangente à l'arc de cercle BBj, décrit 
par le point B dans sa rotation autour de Taxe 01, est perpen- 
diculaire au plan BOI, et fait avec le plan AOI, aussi bien 

»7 
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(|u'avec toute droite AI située dans ce plan, un angle iniini- 
ment peu di lièrent d'un droit. 

Lemme II. Une surface S adnœUant nue ligne de cour^ 
hure plane A Ai, le plan fie cette ligne coupe la surface sous 
un angle constant; et, réciproquement... (Joachimstal). 

Démon situation. Soient en effet ^ai le grand cercle, de pôle 
/>, qui sert d'indicatrice à la ligne de conrbure plane AAi; 
ag^ a^gx les arcs de grand cercle parallèles aux plana tangents 
de la surface en A, Ai ; et ggi la courbe enveloppe de ces arcs : 
menons les arcs ap^ pg. D'après la théorie des tangentes con- 
juguées, Tare ag est égal à un quadrant : la tangente recii- 
ligne de Tare g/i, ou de la ligne gg^ en g^ est donc parallèle au 
rayon de la sphère qui aboutit au point a ; la ligne ggi est un 
petit cercle de même pôle p que le grand cercle aa^ei Varcpg 
est constant. Il résulte de là que les trois côtés du triangle 
sphérique pag sont donnés ; et que Fangle pag de ce triangle 
est constant, ainsi que Tinclinaison complémentaire de Tare 
a^ sur la ligne arii. 

Réciproquement, si le plan de la ligne A Ai coupe la sur- 
face S sous un angle constant, l'arc ag coupe le grand cercle aa^ 
^*6 6i. . sous un angle constant, et le point 

g où cet arc touche son enveloppe 
s'obtient en abaissant Tare pg per- 
pendiculaire sur ag (voir page 5o). 
Mais l'arc ap étant égal à un qua- 
drant, et l'angle agp étant droit. 
Tare ag est aussi égal à un quadrant^ et la courbe AA^ est une 
ligne de courbure de la surface. 

Lemme III. Toute su /face déi^fdoppable S dont une des 
lignes de courbure est plane,, est un héliçoïde. 

Démonstration* Soient ggi et aui les indicatrices sphé- 
riques de Farêie de rebroussement de la surface et de la ligne de 
courbure plane A Ai : celle-ci étant une trajectoire orthogonale 
dès génératrices reclil ignés de la surface, les arcs ag^ ^\g\ sont^ 
égaux à des quadrants. Ils sont, d'ailleurs, tangents à la ligne 
gg^. Les tangeïites reclilignes de celte ligne en g^, g'j, . . . , sont 
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donc parallèles aux rayons de la sphère qui aboutissent aux 

m 

points a, a,, . . . , du grand cercle aai ^ la ligne ggi est une 
ligne p/ane, circuiai'e^ et Tarète de rebronssement de la sur- 
• face considérée est une héfice. 

Lbmme IV. Toute surface développable dont une des lignes 
de courbure est un cercle, se réduit à un cône de ré\^otution. 

Démonstration, En effet, la ligne de courbure donnée étant 
plane, les génératrices de la surface sont, d'après le lemnie 
précédent, parallèles aux génératrices d'un côn^de révolution. 
En outre, le plan de cette ligne coupant la surface sous un an- 
gle constant, et sa courbure absolue étant constante, puisque 
cette ligne est un cercle, sa courbure géodésique est aussi con- 
stante : et la ligne considérée se transforme, par le dévelop- 
pement 'de la surface sur un plan, en un cercle coupé à angle 
droit par les tangentes de Tarête de rebrpussemoit transfor- 
mée. L'arête de rebronssement primitive se réduit donc à un 
point, comme sa transformée^ et la surface se réduit à un cône 
■ -de révolution. 

2. Des surfaces dont les lignes de première courbure sont 
planes et situées dans des plans parallèles. 

Imaginons la surface développable (D), circonscrite à la pro- 
posée (S), suivant une ligne de seconde courbure. Les géné- 
ratrices rectilignes de la surface (D) coïncidant, comme on 
•sait, avec les tangentes aux lignes de première courbure, seront, 
dans le cas actuel, ou parallèles à une même droite, ou paral- 
lèles à un même plan : le plan de Tune d^s lignes de première 
courbure. Or, dans cette dernière hypothèse, Uarête de re- 
broussenaent de la surface (D) serait plane, la surface (D) elle- 
même serait un plan *, et ce plan contiendrait toutes les lignes de 
première courbure de la surface (S) qui se réduirait à un plan. 
Cette hypothèse donc doit être écartée; les génératrices de la 
surface (D) sont parallèles à une même droite, et cette surface 
€st un cylindre dont la ligne de seconde courbure est une sec^ 
fioft droite. On voit donc déjà que les lignes de seconde cour^ 
bure sont situées dans des plans perpendiculaires à ceux des 
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lignes de première courbure ; les traces du plan dUinc ligne de 
seconde courbure sur les plans de toutes les lignes de première 
courbure étant normales à ces lignes^ Il résulte, de cette der- 
nière remarque, que si Ton considère le cylindre (C) enveloppé 
par les plans des ligues de seconde courbure, les sections droites 
déterminées dans ce cylindre par les plans des lignes de pre- 
mière courbure sont les déx^eloppèes de ces dernières lignes. 
D'où, cette seconde conséquence, que les lignes de première 
courbure^ projetées en "vraie grandeur sur le plan de rime 
d'elles, donnent naissance à des courbes ayant même dé^e- 
loppée. Enfin, si le plan (P) d'une ligne de seconde courbure 
roule, en emportant cette ligne, sur le cylindre (C) auquel il est 
tangent, sa trace, sur le plan de Tune quelconque des lignes de 
première courbure, roulera sur la développée de cette ligne ^ le 
point correspondant de la ligne mobile décrira cette ligne de 
première courbure; et la ligne mobile, dans ses positions suc- 
cessives, viendra coïncider avec toutes les lignes de seconde 
courbure. On déduit de là, P égalité par superposition des 
lignes de seconde courbure^ et la génération, découverte par 
Monge, de» surfaces considérées. 

Remarque. Si la ligne mobile est droite, la surface (S) se 
réduit à un héliçoïde de^eloppable, 

3. Des surfaces dont les lignes de première courbure sont 
sphériques et distribuées sur des sphères concentriques, 

I^EMME. Une ligne de courbure AB d'une surface dés^elop-^ 

pable (D) ne peut coïncider ui^ec la podaire, relativ^e à une 

origine S, denTarêt'e de rebroussement ab de la surface y que 

Fig. ç>i. dans le cas où cette ligne de courbure 

appartient à une sphère ayant pour cen-^ 
tre le point S* 

En eiïet, les génératrices rectilignes in- 
finiment voisines A a et Bi de la sur- 
face (D) pouvant être considérées comme 
se rencontrant en un point/, les angles SA/, SBi" sont droits, 
l'élément AB de la ligne de courbure donnée peut être regardé 
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comme appartenant à la sphère décrite sur S/ comme diamètre, 
et cet élément, par suite, est normal au rayon de la sphère, ou 
à la droite AC qui réunit le point A au milieu du diamètre Si. 
Mais l'élément AB est déjà normal à la droite Au, ou Ai, Il 
est donc normal au plan SA/, ainsi qu'à la droite AS : et la 
ligne de courbure AB appartient à une sphère ayant pour 
centre le point S. 

Cela posé, imaginons la surface développable (D) circon- 
scrite à la proposée (S) suivant une ligne de seconde cour- 
bure AB. Les génératrices reclilignes de la surface (D) coïnci- 
dent avec les tangentes des lignes de première courbure, et ces 
tangentes sont perpendiculaires aux rayons SA, SB,..., qui 
joignent leurs points de contact sur les lignes de première 
courbure au centre commun S des sphères contenant ces 
lignes. I-e lemme précédent est donc applicable*, H la surface 
(D) ne peut être une développable proprement dite, à moins 
que la ligne de seconde courbure AB de la surrace (S) n'ap- 
partienne à une sphère ayant pour centre le point S; auquel 
cas la surface (S) elle-même se réduirait à cette sphère. Ecar- 
tant donc te cas particulier, nous voyons que la développable 
(D) se réduit à un cylindre^ dont la ligne de seconde cour- 
bure AB est une section droite : le plan de cçtte section étant, 
dès lors, normal à toutes les lignes de première courbure et 
passant par le centre commun S des sphères qui les contiennent. 
Ainsi déjà, les lignes de seconde courbure sont planes^ leurs 
plans concourent en S,- et les traces de F un de ces plans ^ sur 
les sphères contenant les lignes de première courbure^ repré- 
sentent les arcs de grand cercle normaux à ces lignes y ou 
tangents à leurs déi^loppées sphériques. Il résulte de cette 
dernière remarque que si l'on considère le cône (C), de som- 
met S, enveloppé par les plans des lignes de seconde courbure, 
les traces de ce cône, sur les sphères relatives aux lignes de pre- 
mière courbure, seront les développées sphériques de ces lignes. 
D'où cette autre conséquence que les lignes de preniiùrc cour- 
hure projetées y centralement, sur la sphère qui contient Tune 
d'elles^ donnent naissance à des courbes ayant même dévelop- 
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pée sphériqiie. Enfin, si le plan (P) d'une ligne de seconde 
courbure tourne autour du point fixe S, en emportant cette 
ligne et en roulant sur le cône (C) auquel il est tangent : sa 
trace, sur la sphère contenant Tune quelconque des lignes de 
première courbure, roulera sur la développée sphérique de 
cette ligne qui sera décrite tout entière pur le point correspon- 
dant de la ligne mobile^ et celle-ci, dans ses positions succes- 
sives, viendra coïncider avec toutes les lignes de seconde cour- 
bure. On déduit de là, V égalité par superposition des lignes de 
seconde courbure^ et la génération de ces nouvelles surfaces. 

Si le cène directeur (C) est de rèi^olution^ les lignes sphé- 
riques de première courbure sont des hélices^ appartenant à 
des cylindres parallèles. 

Remarque /. M. Picart a étudié, le premier, ces nouvelles 
surfaces, et énoncé ce théorème : Si toutes les lignes de cour- 
bure d'un système sont situées sur des sphères concentiiques^ 
les lignes d^ourbure de Vautre système sont dans des plans 
passant par le centre commun des sphères et coupant la sur- 
face orthogonalement* (Comptes rendus y ï858, tome XL VI, 
page 357.) 

Remarque II, On peut modifier le commencement de la so- 
lution précédente, de manière à éviter Temploi du lemme au- 
quel nous avons eu recours. 

Considérons^ en efTet, la surface développable (D^]> qui eat 
engendrée par les normales menées à la surface (S), toat le 
long d une ligne de seconde courbure AB. Le plan tangent de 
la surface (D^) en A, ou le plau osculateur de ^on arête de 
rebroussement, est évidemment normal à la ligne de première 
courbure AÂ|, et par suite ce plan passe constamment par le 
centre S de la sphère qui contient cette ligne. Tous les plans 
osculateurs de Tarête de rebroussement relative à la surface 
(D') pas;5eDt donc par uij point fixe S : et celte surface se rédui^ 
soit à un plan unique, soit à un cône ayant pour sommet le 
point S. Dans cette dernière hypothèse, la ligne AB appartien- 
drait à une sphère concentrique au cône, et la surface (S) elle- 
mènic sr léduirait à une splicrc. Laissant donc de côté ce cas 
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particuHer, on voit : que la surface (D') se réduit à un plan, le 
plan de la ligne de seconde courbure AB qui est, en même 
temps, une ligne géodësique de la surface ^ et que tous les plans 
des lignes de seconde courbure passent par le point S. 

4. Des surfaces dans lesquelles les lignes de première 
courbure sont planes et situées dans des plans qui passent, par 
une même droite. 

Considérons encore la surface développable (D) circonscrite 
à la proposée suivant une ligne de seconde courbure. Les géné- 
ratrices de (D), qui sont tangentes aux lignes de première 
courbure, rencontrent toutes la droite Oz^ commune inter- 
section des plans de ces lignes, soit en un même point, soit en 
des points différenls de cette droite. Mais on reconnaît aisé- 
ment que cette dernière hypothèse doit être rejetée: la surface 
(D) se réduit à un cône dont le sommet S est situé sur la droite 
0-2, et Ton en conclut que les lignes de seconde courbure de 
la surface sont des lignes sphériques ^ les centres S des sphères 
qui les contiennent étant distribués sur la droite Oz, inter- 
section des plans des lignes de première courbure. 

5. Des surfaces dont toutes les lignes de courbure sont 
planes^ et dant les lignes de première courbure sont, en outre, 
circulaires, 

La développable (D), circonscrite à la surface proposée 
suivant une ligne de première courbure ABC , est un héliçoïde, 
puisque celte ligne est plane; un cène de révolution (voir le 
lemme IV), puisque cette ligne est un cercle : et le sommet S^ 
de ce cône est tm point commun aux plans des lignes de se- 
conde courbure. Ces plans ont donc une infinité de points 
communs S, Si,..., nécessairement situés en ligne droite. 
Les plans des lignes de seconde courbure passent donc par\ 
une même droite zz, qui contient les sommets S des cônes de 
révolution circonscrits à la proposée suis^ant les lignes de pre- 
mière courbure. 

D'un autre côté, les développables , normales à la surface 
suivant les mêines lignes ABC , sont aussi des cônes de révo- 
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lutioii; les sommets O de ces cônes sont les centres de sphères 
inscrites à la surface suivant les mêmes lignes ; et les droites SO 
sont nonnales aux plans des lignes ABC de première cour-' 
bure. Mais, d'après le théorème général de M. O. Bonnet (voir 
page 177), les plans des lignes de première courbure ABC 
sont ici parallèles à une même droite z^z'; et cette droite z't.' 
est perpendiculaim à la droite iz, La droite z'z' est donc 
perpendiculaire à la droite zz et aux droites SO, et par suite 
les droites SO sont dans un plan fixe qui contient les centres O 
des sphères inscrites à la surface stiiuant les lignes de cour- 
bure circulaires. Ceci posé, les rayons OA des sphères in- 
Kîg. 6:^. scrites, relatifs aux différents points 

de la ligne de seconde courbure 
AAi, sont également inclinés, d'a- 
près le théorème de M . Joachimstal , 
sur le plan AAi zz de cette ligne. 
Les rayons OA de ces sphères sont 
donc proportionnels aux distances 
de leurs centres au plan AAi^z de 
l'une quelconque des lignes de se- 
conde courbure, ou proportionnels 
encore aux distances des centres à la droite zz, puisque le 
plan fixe des centres et le plan fixe de Tune des lignes de se- 
conde courbure se coupent suivant la droite zz, La surface 
considérée est donc V enveloppe d^une sphère variable dont 
le centre parcourt une ligne plane quelconque OOf, et dont 
le rayon est proportionnel à la distance du centre à une 
droite fixe ij. située dans le plan de la ligne des centres, 

6. Des sut faces dont toutes les lignes de courbure sont 
circulaires, 

m 

L'emploi des considérations contenues dans le numéro pré- 
cédent nous montre d^ a bord que les plans des lignes de chaque 
courbure, dans la surface considérée, se coupent suivant une 
même droite : ce qui nous donne deux droites directrices, zz 
^l z' z' , 

Cela posé, si les cercles de l'une des courbures, de la pre- 
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mière par exemple , ont deux points réels communs &>, co', 
suivant la ligne zz^ la surface S\ réciproque de la surface 
considérée, par rapport .à V origine tù et suivant nne puissance 
mesurée par le carré de la droite ci)w', sera un cône ayant pour 
sommet le point w'^ et ce cône, qui a des cercles pour lignes 
de seconde courbure, est de révolution. La surface^ considérée 
dans ce cas, est donc la surface réciproque d'un cône de rév^o- 
lut ion. 

Si , en second lieu , les cercles de première courbure étaient 
supposés avoir un seul point réel commun w, on reconnaîtrait 
aisément que la surface réciproque S' serait une surface gauche 
dont les lignes de première courbure seraient, précisément, les 
génératrices rectilignes de la surface; résultat absurde, qui 
exclut cette seconde hypothèse. 

Supposons enfin que les cercles de première courbure n aient 
aucun point réel commun, et considérons (voir\sL/îg, 63) la 
surface développable OABC formée par les normales menées 
à la proposée par les différents points d'une ligne de preuiière 
courbure ABC. Cette développable étant un cône de révolu- 
tion ayant son sommet en O, on a les égalités 

OA = OB=rOC 

Si donc, recourant à une méthode employée d'abord par M. O. 
Bonnet, on contracte la surface S, suivant toutes ses normales, 
d'une quantité égale à OA , la surface S', résultant de cette 
contraction , aura encore des cercles pour ses lignes de cour- 
bure; mais tous ses cercles de seconde courbure A' A',, B'B', , 
ce,,. . ., auront un premier point réel commun en O. Ces 
cercles auront donc, diaprés ce qui précède, un second point 
réel commun; et la surface S' est la réciproque d'un cône de 
révolution. Nous avons donc ce résultat : Les surfaces dont 
toutes les lignes de courbure sont circulaires se séparent en 
deux classes : la première contient les surfaces réciproques 
d\in cône de résolution ^ et les surfaces de la seconde dé- 
rivent de celles de la première par une dilatation constante 
effectuée suivant leurs normales. 



^6€ ]NOTB m. 

Ces surfaces ont été étudiées déjà par MM. Ch. Dupin et 
lAonsiUe (Correspondance fie f École Polytechnique, lomeP*", 
page 22; Jounud de Mathématiques, 1847? pag<ï ^82.) 

7. Des surfaces dont toutes les lignes de courbure sont 
planes. 

Dans ces surfaces, les plans des lignes de chaque courbure 
cni^eloppent un cylindre^ et les deux cylindres résultants ont 
leurs génératrices perpendiculaires entre elles. 

La démonslratîon de cette proposition, qu'on lit à la p. 177, 
avait été communiquée à la Société Phîloraathique dans la 
séance du 7 novembre 1857 [Bulletin^ 1857, page i34)* 

Remarque. La plupart des résultats précédents sont dus à 
MM. O. Bonnet, J.-A. Serret et Joacliimslal. 



NOTK m. 

SUR LA MÉTHODE X>t M. BRESSE. 



Une figure plane donnée se mouvant d'une manière conti- 
nue dans sou plan, ou peut se proposer de construire, à une 
époque quelconque du mouvement, le centre de courbure delà 
ligne décrite par l'un des points, ou enveloppée par Tune des 
droites de la figure mobile. Les principes de la théorie des 
centres instantanés de rotation, fournissant à chaque instant la 
normale de la ligne considérée, suffiraient, à la rigueur, pour 
coruduire à la construction dans chaque cas particulier; mais 
sous la condition de résoudre chaque fois un problème nou- 
veau. Certaines formules, bien connues, présetitenl dans beau- 
coup de cas un inconvénient semblable, aggravé encore par la 
nécessité d'une minutieuse discussion des signes. Aussi peut- 
on regarder le Mémoire publié il y a quelques années, par 
M. Bresse, dans le Journal de V École Polytechnique^ comme 
renfermant la première solution vraiment générale de la ques- 
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lioii. La méibode de Tauieur^ d'ailleurs fort élégante, reposant • 
sur des considérations assez délicates de cinématique, il ne sera 
peut-être pas inutile de la réduire à des termes purement géo- 
métriques : et c'est à quoi Ton peut parvenir aisément. 

i, La question* décomposée en ses éléments et présentée 
sous forme synthétique, se réduit à ces "trois points princi- 
paux : 

Établir V existence de la circonférence^ lieu géométrique 
des points sans accélération centripète, et que nous nomme- 
rons circonférence des inflexions; 

Définir F usage de cette circonférence dans la construction 
du centre de courbure de la ligne dèciite^ ou eni^eloppée^ par 
un point ^ ou par une droite de la figure mobile; 

Et réunir enfin, dans chaque cas particulier, les trois élé- 
tncnts nécessaires pour la détermination complète de cette 
circonfêf^ence . 

2. Théorie. Considérant ^ dans la position quelle oc^ 
cupe actuellement une figure donnée, qui se meut dans son 
plan suivant une loi quelconque : 

i^. Les centres de courbwe des lignes enveloppées par les 

diverses droites de la figure mobile^ aux points oii ces droites 

les touchent actuellement, se trouvent distribués sur une même 

circonférence^ que nous nommerons circonférence des centres, 

passant par le centre instantané actuel de rotation, tangente 

à la courbe décrite par ce point, et dun rayon mes tiré par le 

ds 
rapport différentiel — r— qui sera défini plus loin; 

2®. Les points de la figure mobile dont les trajectoires ont 
actuellement un rayon de courbure infini, appartiennent à 
une seconde circonférence symétrique de la première, par 
rapport au centre instantané actuel de rotation, et que nous 
appellerons circonférence des inflexions. 

Démonstration. 1) . Considérons d'abord deux positions infi- 
niment voisines d'une même droite de la figure mobile, et 
abaissons des centres instantanés de rotation correspondants, 
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ceic\ des perpendiculaires sur ces droites. Ces perpendicu- 
laires se rencontreront en un point y, infiniment voisin du 
centre de courbure de la ligne enveloppée par la droite mo- 
bile, et formeront en ce point un angle égal à F angle même de 
ces droites, ou à Fangle rfo) dont la figure mobile tout entière 
a tourné autour du centre c, pour passer de la première posi- 
tion à la seconde. Tous les points analogues au point y, et rela- 
tifs aux diverses droites de la figure mobile, sont donc distri- 
bués %ur un segment capable de Tangle rfw, construit sur la 

base ce' et dont le rayon est égal à —7" 

2). Construisant, en second lieu, sur la même base ce' un 
second segment cmc' capable du même angle dtù et symétrique 
du premier par rapport à ce' : considérons l'un des points m de 
la figure mobile, situé sur ce segment^ et menons la droite cm. 

La figure mobile venant à tourner, autour du point c, de 
Tangle rfw (mesuré par la moitié de l'arc ce' du cercle cme^)^ 
le point m vient en m', en décrivant un arc mm' du premier 
ordres et les droites cm, cm' interceptent sur le cercle cme' un 
arc mil, dont la moitié sert aussi de mesure à Pangle dtù et qui 
est par suite égal à l'arc ce'. Il résulte de cette égalité que la 
corde c'fi est parallèle à cw; et, par suite, en menant c'/n', que 
l'angle fie' m' est égal à l'angle d«s normales en m et m' de la 
pi' g/ trajectoire du point m. Or, on a dans le 

triangle c'ff.m^ 




sine' fAin' 



\ni' 



sinp 
ou, simplement, 



c'nr 



c' \xm' 



^ f*' 



'&> 



c'm' 



J Ai 



Et Ton voit, \i.ni étant une quantité in- 
finimeut petite, elc' m' étant finie, que c', 
ou son égal l'angle de me et de m'c', est un 
infiniment petit du second ordre. 

Réciproquement^ si le point m est tel, que Tangle des deux 



♦ « 
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normales înfînimentvoisinesde sa trajectoire, me eim'c\ soit un 
iiifinimeiit petit du second ordre; on verra en menant c^'fx, pa- 
rallèle à cm et renconlrant cm' en a, que le rapport -t-—^ et la 

droite fim' sont deux infiniment petits, et comme le point /x 
appartient au segment capable de l'angle d(ù construit sur cc\ 
on en conclura que les points m et m' sont infiniment voisins 
de quelque point de ce segment. 

Les points de la figure mobile situés sur le segment cmc 
présentent donc, à l'exclusion de tolis les autres points de cette 
figure, cette particularité que Tangle de la normale actuelle à 
la trajectoire de l'un de ces points et de la normale infiniment 
voisine est un infiniment petit du second ordre, tandis que 
Tare élémentaire correspondant de la trajectoire demeure du 
premier. 

Dès lors, si Ton conçoit que le point c' se rapproche indéfi- 
niment du point c, et si l'on passe à la limite^ on verra, en dési- 
gnant par ds l'arc élémentaire de la ligne des centres instanta- 
nés de rotation : 



ce' 



1°. Que le cercle variable cyc\ de rayon —jr-f passant con- 
stamment par les points c et c', et contenant les points de ren- 
contre des normales infiniment voisines des lignes enveloppées 
par les diverses droites de la figi#e mobile, a pour limite une 

, ds 

circonférence déterminée, de rayon fini et mesuré par -—7-» 

tangente au point c à la ligne des centres instantanés de rota- 
tion et contenant les centres de courbure des lignes enveloppées 
par les diverses droites de la figure mobile aux points où ces 
droites les touchent actuellement : c'est la circonférence des 
centres de l'énoncé ^ 

2". Que le cercle variable cmc', toujours égal au. précé- 
dent cyc'^ et symétrique de celui-ci par rapport à la droite c(^^ 
a pour limite une seconde circonférence, symétrique delà 
circonférence des centres gar rapport au centre instantané de 
rotation c, contenant tous les points de l'a figure mobile dont 
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les trajectoires ont actuel lemeDt un rayon de courbure iniini , 
et à laquelle nous avons donne le nom de citvonférence des 
inflexions. 

Corollaires. 1'). Si une droite de la figure mobile tourne 
autour d'un point fixe, ce point et son symétrique par rapport 
au centre c appartiendront, respectivement, à la circonférence 
des centres et à la circonférence des inflexions. 

2'). Si un point de la figure mobile décrit une droite, ce 
point et son symétrique par rapport au centre c appartien- 
dront, respectivement, a la circonférence des inflexions et à la 
circonférence des centres. 



Fig.;^65. 



3. Problème. Connaissant le centre instantané actuel de 
rotation c et le rayon de courbure correspondant MO de la 
trajectoire d'un point M de la figure mobile y construire la 
corde cm que ce rayon détermine dans la circonférence des 
inflexions i ou réciproquement, connaissant une corde cm de 
la circonférence des inflexions, construire le rayon rie cour- 
bure MO de la trajectoire d'un point M de la figure mobile 
situé d'une manière quelconque sur cette corde. 

Solution. Soient c, c' deux positions infiniment voisines 

du centre instantané de rotation, 
e^MM', mm' les arcs semblables, 
infiniment petits, décrits par les 
points M, m autour du centre c; si 
Ton mène les droites M'c', m'c', la 
première ira couper M c en un point 
infiniment voisin du centre de cour- 
bure O de la trajectoire du point 
M, et la seconde pourra être con- 
sidérée, d'après la propriété ca- 
ractéristique des points m de la cir- 
conférence des inflexions, comme 
parallèle à me ou cO. Le trîan- 
gle M'cO et la parallèle rn^c' à la base de ce triangle donnent 
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alors 

W7' "^ M' m' ' 

d*où , en passant à la limite, 

M0_ Me 
Me ~~ Mm 

(i) Mm.MO:=Ûc'. 



et cette relation permettra de construire celui des deux points, 
m ou O, qui sera inconnu. Il n'y aura jamais d'ailleurs au- 
cune incertitude dans la construction , car les deiux segments 






M/ri, MO sont toujours de même sens^ comme on le voit aisé- 
ment sur la 6gure en faisant successivement passer le point M 
entre les points /« et c, ou au delà de c par rapport à m. 

Observation, Cette circonstance remarquable, que les seg- 
ments Mm, MO sont toujours de même sens, dispense des dis- 
cussions minutieuses que nécessitent les formules ordinaires 
relatives aux problèmes dont nous nous occupons, et caracté- 
rise de la manière la plus lieureuse la méthode de M. Bresse. 

Corollaire. Si un point M de la figure mobile décrit une 
circonférence de centre O, la construction de la formule (i), 
résolue par rapport à M/tî, fera connaître un point m de la 
circonférence des inflexions et le point symétrique de la cir- 
conférence des centres. 

4. applications. i°. ^ l'ellipse décrite par le sommet 
libre M d^wi triangle donné m^ m, M , dont les sommets m^ m^ 
glissent sur deux axes donnés ox, oj. Construisant le centre 
instantané de rotation c, on connaît trois points c, /nj, m^ de 
la circonférence des inflexions, qui est dès lors déterminée. 

2°. A la conchoïde décrite par l'extrémité M d^une 
droite Mm. de longueur donnée^ dont le point m glisse sur 
une droite donnée, et qui passe par un point donné y. Con- 
struisant le centre instantané de rotation c, on connaîtra trois 
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points de la circonférence des inflexions : le point m, le point c 
et le point symétrique du point y par rapport au point c, 

^ 3^. ^ la cycloïde. Le centre m du cercle générateur décri- 
vant une droite parallèle à celle qui e«t décrite par le centre 
instantané de rotation c, la ligne des inflexions sera la circon- 
férence décrite sur cm comme diamètre. 

4°. j4 la courbe de TVatt, Elle peut être engendrée par 
un point d'une droite mobile, dont deux autres points glissent 
sur deux cercles donnés; on devra donc, pour déterminer 
complètement la circonférence des inflexions, appliquer deux 
fois le corollaire du problème résolu dans le n° 3. 

Ces problèmes et plusieurs autres se trouvent résolus dans 
le Mémoire de M. Bresse, ainsi que dans un intéressant travail 
de M. Mannheim sur le même sujet [Journal Je V École Poly- 
technique ,37* calii er ) . 

Observation . La première partie du théorème compris dans 
le n^ 2 constitue une propriété importante du mouvement 
d'une figure plane, qui a été remarquée d'abord par Bobillier 
( G éométriey page 2 70 ) . 



NOTE IV. 

SUR LES LIGNES GÉODÉSIQUËS. 



\ .^ Théorème. Toute surface sur laquelle on peut tracer 
deux séries de lignes géodésiçues telles, que chaque ligne de 
l'une des séries soit coupée sous un même angle i p>ar toutes 
les lignes de F autre série ^ est une surface déi^eloppable. 

Démonstration. Construisons l'indicatrice sphérique abc 
d'une ligne géodésique déterminée ABC de la première série ; 
et les indicatrices aa\ /3|3', yy\..,^ des lignes géodésiques 
A A', BB', ce, . . . , de la seconde série^ lesquelles rencontrent la 
ligne ABC aux points A, B, C, sous l'angle constant /. Imagi- 



KQTE IV. 273 

nônis, en outre, dans la surface considérée, une série de lignes 
à tangentes parallèles ; par exemple, une série de lignes de 
nii^eàu : et soit gg^. . . la ligne sphérique formée parles exllrémi- 
tés des rayons.de la sphère parallèles aux tangentes de ces 
lignes aux points A, B,.C,..., où elles sont rencontrées par la 
ligne ABC, 

Les arcs de grand cercle aga^ èg^j3,..., étant parallèles aux 
plans tangents menés à la surface parles points A, B,..., sont 
normaux à la ligne aZ^c, ainsi qu'aux indicatrices aa', (3j3',..., 
des lignes géodésiques AA', BB',.». Ces arcs a a, ft|3, c 7 sont 
d'ailleurs égaux entre eux, comme mesurant l'inclinaison 
commune 1 des lignes géodésiques AA', BB', CC de la seconde 
«érie sur la ligne particulière ABC de la première série 5 ils 

sont donc normaux à la ligne aj3y 
formée par leurs extrémités, comme 
à celle abc formée par leurs orî*- 
gines. Il résulte de là que la ligne 
ajSy est déterminée par la donnée de 
Tangle / et de la ligne oAc; ou, in^ 
versement,' que la ligne ahc^estelie*- 
même complètement déterminée 
par la donnée d^ V angle i et de la 
ligne cii^y. Or cette, dernière est effectivement donnée, puis- 
qu'elle n'est autre chose que la commune enveloppe des indi- 
catrices aa\ j3j3V)7'v»5 relatives aux lignes géodésiques de la 
seconde série ; rangli; /est au$si donné*, et la ligne abc est. dé- 
terminée : Toutes les lignes géodésiques de ta première séné 
ont donc même indicatrice sphérique abc; il en est de même 
des lignes de la seconde série; et les indicatrices abc, a|3y, 
relatives aux lignes des deux séries, ont même développée 
sphérique. 

Cette circonstance se présente, en effet, dans Une surface' 
développable où les deux séries de lignes géodésiques donnent 
naissance, par le développement delà surface sur un plan^ à 
deux séries de droites parallèles, de telle manière que les tan- 
gentes des lignes de chaque série se trouvent parallèles, après et 
aussi, par suite, avant le développement : ei nous allons faire 

18 
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voir que ce parai liélisme ne peut avoir Heu que dans une telle 
surface. 

Considérant, en effet, sur des courbes de niveau successives, 
}«s points A, Al,..., tels, que les tangentes de ces courbes en ces 
points soient parallèles entre elles ; et soit g^ le point de la 
ligne sphérique gg\ servant d'indicatrice à ces courbes de ni-> 
veau, qui est rextrémité du rayon delà spbère parallèle à ces 
tangentes. Soient ABC, Ai Bi Ci,..., les lignes géodésiques de la 
première série passant par les points A, Ai,...,-etâ&c, ai&iCi,..., 
leurs indicatrices spbériques, confondues en une même courbe 
|.-ig 5. a,b]C,...abc : Menons les arcs de 

grand-cercle ga , gai , ga^ , . . . Les 

plans de ces arcs étant parallèles 

aux plans tangents de la surface en 

•A, Al, At....,ces arcs sont normaux 

ena,ai,âr8,..., à la ligne abc. L'arc 
normal à la ligne ahc, pour un nom- 
bre infini de ses points, passe donc toujours par le point g:^ et 
la ligpe abc est un petit cercle de pôle g \ un petit cercle de 
pèle g\,. : ce qui entraine la coïncidence des points g, g^'^.., 
ou la réduction de la ligne gg^ k un point unique g] auquel 
cas les courbes de niveau sont des droites parallèles^ et la 
surface se réduit à un cylindre. 

Cette conclusion suppose toutefois que les points a, a^ , a^, . * . 
sont distincts : supposons donc maintenant que ces points se 
confondent en un seul a, ou que les tang^ntesen A, Ai, A»v 
aux lignes géodésiques AB, AiBi, AtBs...... soient parallèles;et 

traçons la ligne de contact AAi A9, . . ., du cylindre circonscrit à 
la surface, et parallèle à la droite AG* Les plans tangent^ à In 
surfacey menés par les différents points de cette ligne, seront 
parallèles entre eux^ et, par suite^ se confondront en un seid : 
cette ligne A Ai A, se réduira nécessairement à une ligne droite, 
le long de laquelle la surface aura même plan tangent; et 
toutes les droites analogues seront les génératrices d'une sur- 
face déi^loppable à laquelle se réduit la surf ace proposée . , 
Enfin, Ton peut supposer encore que les ligues géodésiques 
ABC de la première série contiennent les points homologues 
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des ligues de niveau successives, pour lesquels les tangentes 
de ces lignes sont parallèles. Chacune des lignes ABC est alorç 
la courbe de contact d'un cylindre, circonscrit £| la surface, et 
parallèle au rayon de la sphère qui aboutit à l'un des points^ 
de la' ligne g^ , Les arcs ga^ gb^ gc sont donc normaux à la 
ligne abc qui est un petit cercle de pôle g-^ un petit cercle de 
pôle g'.,i : d'où cette conclusion, déjà obtenue dans une autre 
hypothèse, que la ligne gg' se réduit à un point unique g:,. les 
lignes de niveau se réduisant à des droites parallèles, et la 
surface elle-même se réduisant à un cylindre. 

Remarque. Le problème, dont la solution est contenue dans 
le théorème précédent, nous a été indiqué par M. Liouville, 
qui avait prévu, beaucoup mieux que nous ne l'aurions su 
faire nous-mème, que notre méthode s'y prêterait aisément. 

2. L'équation générale des lignes géodésiques d'une surface 
gauche 

(i) ^i = lJlû>)sinf, 

établie à la page i5i, peut s'appliquer à une surface quel- 
conque : il suffit, en effet, de concevoir que i représente dans 
cette équation Tinclinaison de la ligne géodésique considérée, 
en l'un quelconque de ses points, sur la ligne de nii^eau qui 
passe par le même point; (f désignant le complément de l'in- 
clinaison du plan tangent à la surface sur le plan de la ligne 
de niveau; et ot) l'angle infiniment petit formé par les tan- 
gentes de deux lignes de niveau consécutives, aux points où 
ces lignes sont rencontrées par la ligne géodésique considérée. 
La démonstration est d'ailleurs très-simple, et se déduit de 
l'emploi du triangle ghg\ rectangle en h. dans lequel le côté 
gh représente la différentielle di. 

Si l'on pose i = constante^ ou /// = o, l'équation (i) se réduit 
à celle-ci : 

(2) «.sin«p =r o. 

Or, on satisfait à cette dernière équation : soit en posant 
sin(p = 0', et, dans ce cas, le plan tangent à la surface, en 
chaque point de la ligne géodésique considérée, est perpendi- 
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culaire au plan général des courbes de niveau ; la surC^pe dé- 
veloppable, circonscrite à la proposée suivant cette ligne, se 
réduit à un cylindre, et la ligne considérée est une hélice tracée 
sur ce cylindre : soit^ en posant Gt> = o; et la ligne considérée, 
qui est une trajectoire des courbes de niveau^ et qui rencontre 
ces courbes en des points où leurs tangentes sont parallèles, est 
encore une hélice^ tracée sur un cylindre parallèle à la com- 
mune direction de ces tangentes. On a donc ce théorème : 
Toute ligne géodésique^ qui rencontre sous un angle constant 
une série de courbes de niv^eau d^une surface^ est une hélice. 



NOTE V. 



Théorème de Meunier. En chaque point o d'une surface^ 
le rayon Ae courbure p' d'une section oblique est la projec- 
tion ^ sur le plan de celte section y du rayon de courbure p de 
la section normale correspondante. [Voir pages 1 86 et 227). 

Démonstration, Que Ton coupe la surface, en effet, par un 
plan parallèle au plan tangent en o, et dont la distance à ce- 
lui-ci soit un infiniment petit du second ordre, oh = e* 5 que 
ahhj cihlV soient les cordes parallèles^ déterminées dans la 
courbe résultante par Jes plans des deux sections, normale et 
oblique, considérées^ et que oA, oK soient perpendiculaires à 
ces cordes : on aura 



s 



_ah ,_ a'h' ,_ oh_ fa'h'V 

a' h* 
D'ailleurs, le rapport —r- ayant pour limite Funité, comme 

on le reconnaît aisément, la dernière formule peut s'écrire 

, oh 

? =p-^==.^cos«, 

et démontre le théorème énoncé. 

FIN. 



) 



